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Vorwort zur 2. Auflage 

Liebe Leserinnen und Leser, 

mit dieser 2. Auflage erscheint "Grundkurs Wirtschaftsmathematik" in vollständig 
neuer Optik und inhaltlich komplett überarbeitet. Konkrete Rechenbeispiele wur- 
den in leserfreundlicher Form vom theoretischen Text abgehoben und Gleichungen 
zur besseren Referenz nummeriert. Die Fehler, die sich in die 1. Auflage einge- 
schlichen hatten, wurden korrigiert und die Inhalte um weitere Themenbereiche 
erweitert. So werden nun z.B. auch Abschreibungen, das Newton-Verfahren zur 
Nullstellenbestimmung, die Regel von 1’ Hospital, numerische Integrationsverfahren, 
elementare Differenzialgleichungen, Matrizengleichungen und die lineare Optimie- 
rung thematisiert. 

Auch der Online-Service zum Buch unter www.witna-auer-seitz.de wurde überar- 
beitet und erweitert. Wie bisher finden sich dort die Grafiken des Buches zum Hin- 
satz in der Vorlesung, eine auf das Buch abgestimmte Formelsammlung und zahl- 
reiche Übungsaufgaben mit ausführlichen Lösungen. Darüber hinaus bieten wir 
nun auch eine Vielzahl von MS-Hxcel-Tools, mit denen Rechenbeispiele und Ver- 
fahren einfach nachvollzogen und praktisch umgesetzt werden können. Sie sind in 
der Praxis insbesondere für finanzmathematische Fragestellungen, numerische Ver- 
fahren und das Lösen von Gleichungssystemen relevant. Immer dann, wenn zu 
einem Thema oder Beispiel ein entsprechendes Tool im Online-Service zur Ver- 
fügung steht, wurde dies durch das Symbol R am Seitenrand kenntlich gemacht. 
Benutzernamen und Passwort für den Zugang zum Online-Service können Sie 
über das Kontaktmenu auf www.wima-auer-seitz.de anfordern. 

Wir wünschen an dieser Stelle allen Leserinnen und Lesern viel Erfolg bei der Ar- 
beit mit dem Lehrbuch und den neuen Materialien. Wir danken Gisela Becker, 
Prof. Dr. Hans Benker, Prof. Dr. Martin Biewen, Prof. Dr. Frank Brand, Prof. Dr. 
Claudia Göttin, Prof. Dr. Regina Fischer, Prof. Dr. Gert-Harald Fröhlich, Prof. Dr. 
Andreas Gadatsch, Dr. Andreas Hilpert, Björn Jensen, Anastasia Luja, Prof. Dr. 
Volker Nollau, Stefan Riebl, Prof. Dr. Albert Ruff, Prof. Dr. Ulrich Sax, Prof. Dr. 
Rainer Schwabe, Prof. Stephan Dempe, Prof. Dr. Jürgen Strobel und Prof. Dr. 
Rudolf Voller für wertvolle Hinweise und Verbesserungsvorschläge. Besonderer 
Dank gilt Herrn Steffen Burkhardt für ein abschließendes Korrekturlesen. 

Weiden i. d. OPf. und Leipzig, 

August 2009 

Prof. Dr. Franz Seitz 
Dipl.-Betriebsw. (FH) Benjamin R. Auer 
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Vorwort zur 1. Auflage 

Liebe Leserinnen und Leser, 

mit diesem Buch liegt Ihnen ein Werk vor, das Ihnen die wesentlichen Themenbe- 
reiche der Wirtschaftsmathematik verständlich, anschaulich und doch knapp nä- 
herbringen soll. Vergessen Sie Mathematikbücher, bei denen Sie bereits nach den 
ersten Seiten an sich zu zweifeln beginnen, da Sie kein einziges Wort verstehen. 

Dieses wirtschaftsmathematische Grundlagenbuch soll Ihnen als Lehrendem helfen, 
das heikle Thema Mathematik verständlich und .studentengerecht für Ihren Llnter- 
richt aufzubereiten. Ihnen als Studierenden soll es dazu dienen, alle relevanten 
Themen für Ihre Klausur noch einmal zu wiederholen und mit Hilfe zahlreicher 
Übungsaufgaben zu festigen. Bei der Lösung dieser Aufgaben werden Sie nicht 
alleine gelassen. Anders als in anderen Lehrbüchern wird Ihnen nicht einfach ein 
Ergebnis ohne Rechenweg und Erläuterung präsentiert. Stattdessen wird nachvoll- 
ziehbar und anschaulich jeder einzelne Rechenschritt und die allgemeine Vorge- 
hensweise erklärt. 

Bei der Darstellung der Themenbereiche achten wir besonders auf Klarheit. Auf 
komplizierte Herleitungen und Beweise verzichteten wir bewusst, wo Sie unseres 
Erachtens nur das Verständnis behindern und für Sie nur von nachgeordneter Be- 
deutung sind. Es werden die traditionellen Bereiche Analysis, lineare Algebra und 
Finanzmathematik besprochen. Das Buch unterscheidet sich allerdings von anderen 
einschlägigen Lehrbüchern in der speziellen Darstellungsweise und Schwerpunkt- 
bildung. So wird im Kapitel zur linearen Algebra ausdrücklich auf die besondere 
Rolle der Determinanten zur Lösung einer Vielzahl von Problemstellungen hinge- 
wiesen. Des Weiteren bietet dieses Werk ein eigenes Kapitel zu den in der Praxis 
bedeutenden Wachstumsraten und deren unterschiedliche Berechnungsweisen, die 
Sie nahezu in keinem anderen Lehrbuch finden. Und schließlich nimmt auch die 
Behandlung von Elastizitäten eine herausgehobene Stellung ein. 

Was dieses Buch besonders auszeichnet, ist die Tatsache, dass es als Co-Produktion 
von Professor und Student entstanden ist. So ist zum einen die sachliche Richtigkeit 
und zum anderen auch die studentengerechte Darstellung der Themen gewährleis- 
tet. Didaktik und anwendungsorientierte Wissenschaft konnten dadurch auf an- 
schauliche Weise kombiniert werden. 

Zur Unterstützung von Lehrenden und Lernenden wurde eigens die Internetseite 
www.wima-auer-seitz.de eingerichtet. Hier finden Sie als Dozent alle Grafiken des 
Buches und weiteres Material zum Einsatz in der Vorlesung. Als Student bieten wir 
Ihnen zusätzliche Übungsaufgaben inklusive der ausführlichen Lösungen und eine 
auf das Buch abgestimmte Formelsammlung. 

Allen Lesern wünschen wir auf diesem Weg, dass sie zum einen durch dieses Buch 
Ihre Klausuren erfolgreich meistern und außerdem einen Zugang zu den interes- 
santen Fragestellungen finden, die sich mit Hilfe der Mathematik lösen lassen. Bei 
Fragen, Anregungen und Kritik würden wir uns über eine kurze E-Mail via 
www.wima-auer-seitz.de sehr freuen. 



Weiden i. d. OPf., November 2005 



Prof. Dr. Franz Seitz 
Benjamin R. Auer 
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I Allgemeine Grundlagen 



Bevor wir näher auf die eigentlichen Teilgebiete der Wirtschaftsmathematik ein- 
gehen, werden in diesem ersten Kapitel wichtige Grundbegriffe und grundlegen- 
de Rechenregeln erläutert. Das Kapitel gliedert sich in drei Themengebiete: 

■ Aussagenlogik 

■ Mengenlehre 

• Grundlagen der Arithmetik 

Es handelt sich dabei größtenteils um Lehrinhalte, die bereits aus der Schule be- 
kannt sein sollten. Die Erfahrung hat jedoch gezeigt, dass Studienanfänger auf- 
grund unterschiedlicher Lehrpläne bzw. Schulformen hier mehr oder weniger 
starke Defizite aufweisen. Ohne diese Grundlagen ist es häufig schwierig, darauf 
aufbauende Themen der Wirtschaftsmathematik problemlos zu verstehen. Man- 
gelnde Rechenfertigkeiten können als Hauptursache für Schwierigkeiten von 
Studierenden in den mathematischen Anfängervorlesungen betrachtet werden. 
Wer die hier dargelegten allgemeinen Grundlagen nicht beherrscht, wird nie ein 
Gefühl der Unsicherheit beim Umgang mit Formeln überwinden können. Beson- 
ders Studierenden, die bereits eine regelrechte Angst vor der Mathematik ent- 
wickelt haben, empfehlen wir daher dringend ein gründliches Studium dieses 
ersten Kapitels. Fortgeschrittene werden diese Einführung höchstwahrscheinlich 
als trivial empfinden und sollten direkt zu Kapitel II übergehen. 





Aussagenlogik 



Unter Logik versteht man allgemein die Lehre vom folgerichtigen Denken, d.h. vom kor- 
rekten Schließen aufgrund gegebener Aussagen. Die Aussagenlogik verfolgt zunächst 
allgemein das Ziel, Aussagen mittels eines einfachen Formalismus in eine mathemati- 
sche Form zu übertragen. Die so transformierten Aussagen können dann formal auf ihren 
Aussagegehalt überprüft, zu neuen Aussagen verknüpft oder Schlussfolgerungen aus 
ihnen gezogen werden. Mit diesen drei wesentlichen Themenbereichen werden wir uns 
im Folgenden auseinandersetzen. 



1.1 Einführung 

Um Aussagesätze kompakt darstellen und verarbeiten zu können, werden diese in 
der Aussagenlogik durch Zuweisung eines Buchstabens oder Symbols abgekürzt, 
wobei wir im Folgenden stets mit lateinischen Großbuchstaben arbeiten werden. 
So können wir z.B. dem Aussagesatz "Der deutsche Aktienindex (DAX) hat einen 
Stand von 5.000 Indexpunkten." durch den Buchstaben A kompakt darstellen. An- 
ders als Fragen oder Aufforderungen besitzt eine derartige Aussage A einen objek- 
tiven Wahrheitsgehalt, d.h. sie kann entweder wahr oder falsch sein. Bezugneh- 
mend auf unser Beispiel kann der DAX also entweder bei 5.000 Punkten stehen 
oder nicht. Wir können daher festhalten, dass es sich bei einer einfachen Aussage 
A allgemein um einen Satz handelt, der entweder wahr oder falsch sein kann. 

Die beiden Zustände wahr oder falsch, die eine Aussage A aufweisen kann, be- 
schreiben den sog. Wahrheitswert der Aussage A. Diesen Wahrheitswert W(A) 
können wir als Variable betrachten, die nur zwei Werte annehmen kann (binäre 
Variable). Fs gilt daher 

W(A) = wahr oder W(A) = falsch 

bzw. die Kurzform 

W(A) = w oder W(A) = f, 

die wir im Folgenden verwenden werden. 

Bei einfachen Aussagen (vgl. DAX-Beispiel) lässt sich der Wahrheitswert relativ 
schnell und problemlos feststellen. Jedoch lassen sich Aussagen auch logisch ver- 
knüpfen, womit sehr schnell unübersichtliche Aussagen entstehen können. Wir 
sprechen in diesem Zusammenhang von einer zusammengesetzten Aussage, 
wenn mehrere Aussagen durch die zulässigen Verknüpfungsoperatoren "und' bzw. 
" odet 11 unter Einbeziehung der Negation "nicht' miteinander verbunden werden. 
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1.2 Logische Verknüpfungen 

Bevor wir näher auf die logischen Verknüpfungen "und" bzw. "oder" eingehen, 
wollen wir zunächst klären, worum es sich bei einer sog. Negation handelt, die ge- 
nau genommen nicht zu den logischen Verknüpfungen zählt, da nur eine Aussage 
A involviert ist. 

Unter einer Negation oder Verneinung verstehen wir die Umkehrung des Wahr- 
heitswertes einer Aussage. Formal wird die Negation einer Aussage A als — iA (oder 
häufig auch als A ) ausgedrückt. Wir sprechen "nicht A". Die Negation -iA ist 
wahr, wenn A falsch ist; sie ist dagegen falsch, wenn A wahr ist. Ihre Wahrheits- 
werte lassen sich daher in folgender Wahrheitstafel übersichtlich darstellen: 



Ausgangsaussage 


Negation 


A 


— i A 


w 


f 


f 


w 



Beispiel: 

Betrachten wir die Aussage A: "Die Sonne scheint.", so erhalten wir daraus die Negation 
-i A: "Die Sonne scheint nicht.". Ist A wahr, ist -i A falsch und umgekehrt. 

Aus einfachen Aussagen lassen sich durch die Operationen Konjunktion und Dis- 
junktion neue, zusammengesetzte Aussagen bilden. Unter der Konjunktion ver- 
steht man die Verknüpfung von Aussagen durch das logische UND. Sie wird durch 
das Zeichen a dargestellt und umgangssprachlich durch "sowohl ... als auch ..." 
ausgedrückt. Die Konjuktion AaB zweier Aussagen A und B ist nur dann wahr, 
wenn beide Aussagen gleichzeitig wahr sind. Ist nur eine Aussage falsch, so ist die 
gesamte Konjunktion falsch. Die Wahrheitstafel der Konjunktion zeigt daher fol- 
gendes Bild: 



A u sgangsa ussagen 


Konjunktion 


A 


B 


AaB 


w 


w 


w 


w 


f 


r 


f 


w 


r 


f 


f 


r 



Die Wahrheitstafeln listen also alle möglichen Wertekombinationen der einfachen 
Ausgangsaussagen auf, denen der jeweilige Wahrheitswert der zusammengesetzten 
Aussage zugeordnet wird. Im Falle einer Konjunktion mit zwei einfachen Aussagen 
A und B erhalten wir daher 2 ; Kombinationen, wohingegen wir bei drei Aussagen 
bereits 2' Kombinationen erhalten würden. 
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Beispiel: 

A: "Christian hat in Mathematik die Klausurnote 1 

B: "Christian hat in Statistik die Klausurnote 1 

A a B: "Christian hat sowohl in Mathematik als auch in Statistik die Note 1 

Hat Christian also in Mathematik und Statistik die Note 1 , so ist die Konjunktion wahr. Ist er 
nur in einem Fach schlechter als 1 , ist die Konjunktion falsch. 

Unter einer Disjunktion verstellen wir die Verknüpfung von Aussagen durch das 
logische ODER. Sie wird durch das Zeichen v dargestellt und umgangssprachlich 
durch "entweder ... oder ... oder beides" ausgedrückt. Die Disjunktion A v 15 
zweier Aussagen A und 15 ist wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen 
wahr ist; sie ist nur dann falsch, wenn beide Aussagen falsch sind. Es ergibt sich 
damit folgende Wahrheitstafel: 



Ausgangsaussagen 


Disjunktion 


A 


15 


A v 15 


w 


w 


w 


w 


f 


w 


r 


w 


w 


f 


f 


f 



Beispiel: 

A: "Martin kauft sich ein neues Auto." 

B: "Martin kauft sich einen neuen Computer." 

A v B: "Martin kauft ein neues Auto, einen neuen Computer oder beides." 

Die Disjunktion der Aussagen A und B ist also nur dann falsch, wenn sich Martin weder ein 
Auto noch einen Computer kauft. Wird nur ein Auto, nur ein Computer oder beides gekauft, 
ist A v B wahr. 

1.3 Logische Folgerungen 

Neben der Beurteilung des Wahrheitsgehaltes einfacher und zusammengesetzter 
Aussagen spielen Schlussfolgerungen vom Wahrheitswert einer Aussage auf den 
einer anderen in der Aussagenlogik eine bedeutende Rolle. 

Sind zwei Aussagen A und 15 durch „wenn A, dann B' verknüpft, sprechen wir von 
einer sog. Implikation. Sie wird durch einen Pfeil — » dargestellt, sodass wir A — > 15 
schreiben können. Die Aussage A wird als Voraussetzung, die Aussage 15 als 
Schlussfolgerung bezeichnet. Wenn A wahr ist, ist nämlich auch 15 wahr. Dies be- 
deutet allerdings nicht, dass, wenn A falsch ist, auch 15 falsch ist. Die zusammenge- 
setzte Aussage A — > 15 ist nur dann falsch, wenn aus einer wahren Voraussetzung 
die falsche Schlussfolgerung gezogen wird. Die Wahrheitstafel einer Implikation 
ergibt sich daher wie folgt: 
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Ausgangsaussagen 
A B 


Implikation 
A — » B 


w 


w 


w 


w 


f 


f 


f 


w 


w 


f 


f 


w 



Beispiel: 

A: „Ich habe in der Mathematikklausur eine 1 

B: „Ich werde richtig ausgelassen feiern." 

A — > B: „Wenn ich in der Mathematikklausur eine 1 habe, dann werde ich richtig ausge- 
lassen feiern.“ 

Folglich gilt, dass die Aussage A hinreichende Bedingung dafür ist, dass Aussage 
B wahr ist (A — > B). Eine I in einer Mathematikklausur ist sicherlich Grund genug 
für ausgelassenes Feiern. Wäre eine I in der Mathematikklausur der einzige Grund 
im Leben, richtig ausgelassen zu feiern, so wäre die Aussage B notwendige Be- 
dingung für Aussage A (B -4 A). Da es aber auch andere Gründe für ausgelasse- 
nes Feiern gibt, ist in diesem Beispiel B keine notwendige Bedingung für A. 

Gilt für zwei Aussagen A B und B -4 A, so sagt man, es liegt eine umkehrbare 
logische Schlussfolgerung oder auch Äquivalenz vor. Allgemein versteht man unter 
Äquivalenz die Verknüpfung zweier Aussagen A und B durch "wenn A, dann ß 
und wenn ß, dann A". Symbolisch können wir Äquivalenz durch einen Doppel- 
pfeil <— > ausdrücken, sodass wir zwei äquivalente Aussagen A und B als Ah B 
darstellen können. Die zusammengesetzte Aussage A h II ist falsch, wenn eine der 
beiden Aussagen wahr und die andere falsch ist, da sie sich ja gegenseitig implizie- 
ren. Sie ist nur wahr, wenn beide Aussagen gleichzeitig wahr oder falsch sind. Die 
Wahrheitstafel hat daher folgendes Aussehen: 



Ausgangsaussagen 
A B 


Äquivalenz 

AhB 


w 


w 


w 


w 


f 


f 


f 


w 


f 


f 


f 


w 



Da AhB nichts anderes als "A impliziert B, und B impliziert A." bedeutet, ist jede 
der beiden Aussagen hinreichend und notwendig für die jeweils andere. Man 
sagt auch, A gilt genau dann , wenn die Aussage B gilt. 





1. Aussagenlogik 



7 



Beispiel: 

A: "Willi besteht die schriftliche Führerscheinprüfung." 

B: "Willi hat in der Prüfung weniger als 5 Fehler." 

A <-> B: "Notwendig und hinreichend für das Bestehen der Prüfung sind weniger als 5 
Fehler." 

Anders ausgedrückt: "Willi besteht genau dann die Prüfung, wenn er weniger als 
5 Fehler hat." 

Wenn Willi die Führerscheinprüfung besteht, dann hat er wohl weniger als 5 Fehler 
(A -> B). Bei weniger als 5 Fehlern hat er die Prüfung bestanden (B -> A). 




Mengenlehre 



ln diesem Abschnitt geben wir einen kompakten Überblick über wesentliche Grundlagen 
der Mengenlehre, die im weiteren Verlauf noch relevant sein werden. Neben der allge- 
meinen Definition und Darstellung von Mengen gehen wir dabei auf spezielle Mengen, 
Beziehungen zwischen Mengen, Mengenoperationen und auch auf bedeutende Regeln 
und Gesetze ein, die bei Mengenoperationen zu beachten sind. 



2.1 Grundlegendes 

Grundsätzlich verstehen wir unter einer Menge eine Zusammenfassung von Ele- 
menten, die sich eindeutig voneinander unterscheiden lassen. Mehrfachnennungen 
eines Elementes in einer Menge sind also nicht zulässig. 

Mengen werden in der Regel mit großen lateinischen Buchstaben A, B, C, .... ihre 
Elemente mit lateinischen Kleinbuchstaben a, I», c, ... bezeichnet. Wollen wir aus- 
drücken, dass ein Element a zur Menge A gehört, schreiben wir a e A. Wollen wir 
das Gegenteil aussagen, a «£ A. 

Die Definition einer Menge erfolgt entweder durch die explizite Aufzählung oder 
die implizite Beschreibung der Elemente der Menge. Die Anzahl der unter- 
scheidbaren Elemente einer Menge A, die auch als deren Mächtigkeit bezeichnet 
und mit n(A) abgekürzt wird, bestimmt dabei meist, welche Form der Darstellung 
gewählt wird. Ist n(a) groß, jedoch endlich, wird die explizite Form der Beschrei- 
bung bevorzugt. Liegt eine unendliche Menge vor, so ist eine verkürzte Aufzählung 
der Elemente üblich. Bei allen Formen erfolgt die Aufzählung bzw. Beschreibung 
innerhalb geschweifter Klammern. 

Bei der impliziten Form wird in der geschweiften Klammer zunächst ein Element 
stellvertretend für alle anderen Elemente allgemein genannt. Gefolgt von einem 
senkrechten Strich wird dann die umfassende und eindeutige Beschreibung des 
stellvertretenden Elements mit Hilfe mathematischer Symbole und/oder verbaler 
Sätze aufgeführt. 

Beispiel: 

Betrachten wir eine endliche Menge B, die die Elemente 7, 8 und 9 beinhalten soll. Wir 
können diese explizit als B = {7; 8; 9} oder implizit als B = {x | 6 < x < 10 a x ganzzahlig} 
darstellen. Die implizite Darstellung bedeutet dabei verbal "alle x mit der Eigenschaft: x 
größer 6 und kleiner 10 und zugleich x ganzzahlig", was nur von den Zahlen 7, 8 und 9 er- 
füllt wird. Da hier die Mächtigkeit der Menge nur bei n(B) = 3 liegt, ist die explizite Darstel- 
lung zu bevorzugen. 
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Eine unendliche Menge C, die die Zahlen 7, 8, 9 und alle ganzen Zahlen größer 9 beinhal- 
ten soll, würden wir als C = {7; 8; 9; ...} definieren, wobei die restlichen Elemente der 
Menge repräsentiert. Die Mächtigkeit der Menge C liegt in diesem Fall bei n(C) = °° 

Während wir beliebige Mengen mit lateinischen Großbuchstaben bezeichnen, ha- 
ben sich in der Literatur eine Reihe spezieller Symbole für besondere Mengen ein- 
gebürgert. So wird etwa die leere Menge, die keine Elemente beinhaltet, mit 0 
und die Universalmenge, die bezüglich einer Anzahl an untersuchten Elementen, 
alle Elemente enthält, mit Q. benannt. Darüber hinaus gilt für die in der Mathematik 
relevanten Zahlenmengen folgendes: 

Die Menge der natürlichen Zahlen beinhaltet die Zahlen 1, 2, 3, ... mit deren Hilfe 
Gegenstände abgezählt werden. Sie ist definiert als 

N = {1; 2; 3;...}. 

Erweitern wir die natürlichen Zahlen um die 0 und alle negativen Zahlen, so erhal- 
ten wir die Menge der ganzen Zahlen als 

Z = {...; -2; -1; 0; 1; 2; ...} . 

Erweitern wir die Menge der ganzen Zahlen um die Zahlen, die sich als Quotient 
einer ganzen und einer natürlichen Zahl bzw. als abbrechende (z.B. 1/2 = 0,5) oder 
nichtabbrechende (z.B. 1/3 = 0,333...) periodische Dezimalzahl darstellen lassen, 
ergibt sich die Menge der rationalen Zahlen als 

Q = {q|q = m/n mit m e Z a n e N} . 

Die Menge der rollen Zahlen beinhaltet neben den rationalen Zahlen auch die sog. 
irrationalen Zahlen, so dass wir 

R = {r|r ist eine rationale oder irrationale Zahl} 

festhalten können. Eine Zahl wird dann als irrational bezeichnet, wenn sie sich 
nicht mehr als Quotient einer ganzen und einer natürlichen Zahl - und damit auch 
nicht als periodische Dezimalzahl - darstellen lässt. Jede nichtperiodische Dezimal- 
zahl, bei der nicht aus den bisher ermittelten Dezimalstellen auf die noch folgen- 
den geschlossen werden kann, ist somit eine irrationale Zahl. Typische Beispiele 
hierfür sind die Kreiszahl tc = 3,141592..., die Euler'sche Zahl e = 2,718281... und 
bestimmte Wurzeln. 

Um auszudrücken, dass nur positive oder negative Werte aus diesen speziellen 
Mengen betrachet werden, wird dies durch ein hochgestelltes "+" bzw. gekenn- 
zeichnet. Positive reelle Zahlen sind demnach mit IR*, negative mit R" benannt. 

Vergleichen wir die einzelnen Elemente zweier Mengen miteinander, sind wir in 
der Lage Ordnungsbeziehungen zwischen den Mengen herzustellen. Besitzen zwei 
Mengen A und B die gleichen Elemente, sprechen wir von Mengengleichheit und 
können A = B schreiben. Besonders beim Vergleich von Mengen und bei Mengen- 
operationen (vgl. I 2.2) sind Venn-Diagramme hilfreich. Diese stellen Mengen als 
Kreise dar, wodurch sich im Fall der Mengengleichheit folgendes ergibt: 





2. Mengenlehre 
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Beispiel: 

Betrachten wir die beiden Mengen A ={±V§} und B = {3; -3}, so stellen wir fest, dass 
beide die gleichen Elemente beinhalten, sodass A = B gilt. 



Ergibt der Vergleich der Elemente zweier Mengen A und ß, dass alle Elemente von 
A auch in B enthalten sind, so sagen wir, dass A eine Teilmenge von B ist und 
schreiben A c B. Wir versehen das klassische Teilmengensymbol c: hier mit einem 
Unterstrich um zu verdeutlichen, dass die Mengen A und B auch gleich sein kön- 
nen. Das dazugehörige Venn-Diagramm zeigt folgendes Bild: 




Beispiele: 

1. Betrachten wir die Mengen E = {2; 4; 6; 8; 10} und N . Da die Elemente 2, 4, 6, 8 und 
10 aus E auch in der Menge der natürlichen Zahlen N Vorkommen, gilt E c N . 

2. Für die vorhergehend aufgeführten Zahlenmengen können wir N c Z c Q c: R fest- 
halten. Dies bedeutet also, dass alle Elemente von N auch in Z , alle Elemente von 
Z auch in Q und alle Elemente von Q auch in R enthalten sind. 

Gerade im Zusammenhang mit Teilmengen wird klar, dass die Elemente einer 
Menge selbst Mengen sein können. So gilt etwa Z = (...; - 2; - 1; 0; NI , d.h. N c Z 
und N e Z . Außerdem ist unmittelbar einleuchtend, dass zu den Teilmengen einer 
Menge A auch immer die leere Menge 0 und die Menge A selbst gehört. 

2.2 Mengenoperationen 

In diesem Abschnitt befassen wir uns näher mit Operationen, die aus mehreren 
Mengen eine neue Menge erzeugen. Zu diesen Zählen die Vereinigung, der Durch- 
schnitt, die Differenz und das Komplement. 

Unter der Vereinigung oder Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B verste- 
hen wir die Menge, die sowohl die Elemente von A als auch die Elemente von B 
enthält. Formal schreiben wir 

A u B = {x| x e A v x e ß} , 

was sich im Venn-Diagramm (gepunktet) wie folgt dargestellt: 
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Beispiel: 

Betrachten wir die Mengen A = {1 ; 2; 3} und B = {3; 4; 5}, erhalten wir daraus die Vereini- 
gung A u B = {1 ; 2; 3; 4; 5}. 



Der Durchschnitt oder die Durchschnittsmenge (Schnittmenge) zweier Mengen A 
und B umfasst alle Elemente, die sowohl in Menge A als auch in Menge B Vor- 
kommen. Es gilt 

A n B = {x| x e A a x e B} , 



was zu folgendem Venn-Diagramm führt: 




Beispiel: 

Der Durchschnitt der Mengen A = {1 ; 2; 3} und B = (3; 4; 5} ist A n B = {3}, da das Element 
3 sowohl in A als auch in B enthalten ist. 

Haben zwei Mengen A und B kein Element gemeinsam, entspricht ihr Durchschnitt 
der leeren Menge. Es gilt also A n B = 0 , In einem solchen Fall bezeichnen wir 
die beiden Mengen als disjunkt. Es sei außerdem erwähnt, dass der Durchschnitt 
einer Menge A mit sich selbst wieder die Menge A ergibt, also A n A = A gilt. An- 
loges gilt auch für die Vereinigung, d.h. A u A = A. 

Die Differenz oder Differenzenmenge zweier Mengen A und B (A vermindert um 
B) enhült alle Elemente von A, die nicht in B enthalten sind. Wir schreiben 

A\ B = {x|x e Aax£ B} , 

was folgendes Venn-Diagramm liefert: 




Beispiel: 

Betrachten wir zwei Mengen A = {1 ; 2; 3} und B = (3; 4; 5}, so ist A \ B = {1 ; 2}, da die Ele- 
mente 1 und 2 aus A nicht in B enthalten sind. 

Sind A und B zwei disjunkte Mengen, so gilt A \ B = A und B \ A = B. Die Differenz 
zweier gleicher Mengen ergibt die leere Menge, d.h. A \ A = 0. 
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Ist die Menge A eine Teilmenge der Menge ß, d.h. A c B, enthält das Komple- 
ment oder die Komplementännenge der Menge A bezüglich der Menge B alle 
Elemente der Menge B, die nicht in der Menge A enthalten sind. Formal gilt 

A = {x|xe Ba x« A} , 
was das folgende Venn-Diagramm liefert: 



B 




Beispiel: 

Betrachten wir zwei Mengen A = {1 ; 2; 3} und B = (1 ; 2; 3; 4; 5}, so gilt Ä = {4; 5}, da die 
Elemente 4 und 5 zwar in B, jedoch nicht in A enthalten sind. 

Wir erkennen, dass das Komplement nichts anderes als eine spezielle Form der 
Differenz ist, d.h. A = B \ A gilt. Es gilt außerdem, dass das Komplement eines 
Komplements_wieder die Ursprungsmenge liefert. Im obigen Beispiel ist das Kom- 
plement von A = 14; 51 nämlich gerade A = 11; 2; 31. 

2.3 Mengenalgebra 

Für die in Abschnitt I 2.2 behandelten Mengenoperationen gelten eine Reihe spe- 
zieller Gesetze und Regeln, welche in der folgenden Tabelle zusammengefasst 
sind. Dem aufmerksamen Leser wird bei genauerer Betrachtung auffallen, dass wir 
einige davon bereits implizit im Text behandelt haben. 



Gesetz 


Bedeutung 


ldempotenzgesetze 


AuA = A 
A n A = A 


Identitätsgesetze 


Au0 = A A = 

A n 0 = 0 Ani2 = A 


Komplementgesetze 


Au A = 

A n A = 0 


Kommutativgesetze 


AuB'BuA 

AnBMInA 


Assoziativgesetze 


(A u B) u C = A u (B u C) 
(AnB)nC = An(Bn C) 


Distributivgesetze 


A u (B n C) - (A u B ) n (A u C) 
A n (B u C) = (A n B ) u (A n C) 


De Morgans Gesetze 


( A u B) = A n B 
(A n B) = A u B 
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Da die Distributivgesetze und die Gesetzte von De Morgan anders als die anderen 
nicht auf den ersten Blick nachzuvollziehen sind, betrachten wir im Folgenden die 
Aussagen dieser Gesetze nochmals in Form von Venn-Diagrammen, bei denen wir 
zur besseren Übersicht Rechtecke zur Symbolisierung von Mengen verwenden. Die 
Anmerkungen in Klammern beziehen sich dabei jeweils auf das Ergebnis der Men- 
genoperationen. Beginnen wir zunächst mit den beiden Distributivgesetzen: 




Au(BnC) = (AuB)n(AuC) 

(einfach u. doppelt schraffiert) (doppelt schraffiert) 




An(BuC) = (AnB)u(AnC) 

(doppelt schraffiert) (einfach u. doppelt schraffiert) 



De Morgans Gesetze lassen sich wie folgt veranschaulichen: 




(AnB) 

(einfach schraffiert) 



AüB 

(einfach u. doppelt schraffiert) 





Grundlagen der Arithmetik 



ln diesem zentralen Abschnitt unseres Einführungskapitels behandeln wir die wichtigsten 
Regeln für das Rechnen mit reellen Zahlen. Beginnend mit allgemeinen Rechenregeln, 
dem Lösen einfacher linearer Gleichungen, kompakter Darstellung mathematischer Aus- 
drücke durch Summen- und Produktzeichen und dem Umgang mit Ungleichungen und 
Absolutbeträgen legen wir unseren Schwerpunkt auf die von vielen Studienanfängern 
gefürchteten Potenzen, Wurzeln und Logarithmen bzw. die für sie geltenden Rechenvor- 
schriften. In diesem Zusammenhang gehen wir außerdem auf das Lösen quadratischer, 
Wurzel-, Exponenzial- und Logarithmusgleichungen ein. 



3.1 Grundregeln des Rechnens 

3.1.1 Grundgesetze 

Bei reellen Zahlen sind die vier Grundrechenarten uneingeschränkt anwendbar. 
Sind a und b Vertreter zweier beliebiger reeller Zahlen, so existieren im Bereich 
der reellen Zahlen also ihre Summe a + b, ihre Differenz a - b, ihr Produkt a • b 
und ihr Quotient a / b (falls b * 0 ist). Bei diesen Operationen ist eine Reihe von 
Rechengesetzen zu beachten, auf die wir im Folgenden im Detail eingehen. 

Das Verlauschungs- oder Kommutativgesetz der Addition besagt, dass es gleich- 
gültig ist, in welcher Reihenfolge wir Additionen vornehmen, was sich bei zwei 
Summanden a und b in der Form 

a + b = b + a ( 1 . 1 ) 

darstellen lässt. Dieses Gesetz schließt auch die Subtraktion ein, da diese nichts an- 
deres als die Addition negativer Zahlen darstellt. 

Beispiele: 

1. 1 + 2 = 2 + 1 = 3 

2. -xy + x 2 - 4 = x 2 - xy - 4 

3. 4a + 5-a + 7 = 4a-a + 5 + 7 = 3a + 12 

Das Veitauschungs- oder Kommutativgesetz der Multiplikation besagt, dass es 
keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge Multiplikationen vorgenommen werden. 
Im Falle zweier Faktoren a und b können wir daher folgendes festhalten: 

ab = ba 



( 1 . 2 ) 
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Beispiele: 

1. 3 8 = 8 3 = 24 

2. x-x-a-a = a 2 x 2 

3. 6xabx-3 = 6- 3- ab-x-x=1 8abx 2 

Das Assoziativgesetz der Addition besagt, dass es bei der Addition von drei reel- 
len Zahlen a, b und c gleichgültig ist, ob zuerst die beiden ersten addiert und dann 
die dritte hinzugefügt oder ob die erste zur vorher bestimmten Summe der beiden 
letzten addiert wird. Formal gilt also 

(a + b) + e = a + (b + c) . (1.3) 

Die Klammern können also beliebig gesetzt oder auch weggelassen werden. 

Beispiele: 

1. (x + y) + x = x + y + x = 2x + y 

2. (a + (b + 3)) + (4 + (b + a)) = a + a + b + b + 3 + 4 = 2a + 2b + 7 

Das Assoziativgesetz der Multiplikation besagt, dass es analog zum Assoziativ- 
gesetz der Addition auch bei der Multiplikation dreier reeller Zahlen a, b und c 
nicht auf die Reihenfolge der Multiplikation ankommt. Es gilt also 

(a • b)-c = a ■ (b -c), (1.4) 

wodurch auch hier eine Klammersetzung überflüssig ist. 

Beispiele: 

1. (1 2) 3 = 1 (2 3) = 6 

2. (x-y)-3-(xy-z) = 3x 2 y 2 z 

Durch das Distributivgesetz stehen die Operationen Addition und Multiplikation 
miteinander in Beziehung. Es lautet 

a(b + c) = ab + ac. (1.5) 

Zur Berechnung des Produkts aus dem Faktor a und der Summe (b + c) wird also 
jedes Glied der Summe mit a multipliziert und die entstehenden Produkte addiert. 

Beispiele: 

1. 3- (2 + 4) = 3- 2 + 3- 4 = 6 + 12 = 18 

2. 3ab ■ (b + 4 + 2a) = 3ab 2 + 1 2ab + 6a 2 b 

3. (a, +a z +a 3 +...+a„)-3by = 3a,by + 3a 2 by + 3a 3 by +... + 3a„by 

Werden zwei in Klammern stehende Summen ausmultipliziert, so ist das Distribu- 
tivgesetz. wie folgt anzuwenden: 

(a + b) ■ (c + d ) = ac + ad + bc + Ixl 



( 1 . 6 ) 
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Es werden also zunächst der erste Term der ersten Klammer mit allen Termen der 
zweiten Klammer und anschließend der zweite Term der ersten Klammer mit allen 
Tennen der zweiten Klammer multipliziert. Die dabei entstehenden Produkte wer- 
den addiert. Kombiniert mit dem Kommutativgesetz der Multiplikation ergibt sich 

(a + b) • (c + d) = (c + d) • (a + b) 

= ca + cb + da + db 
= ac + ad + bc + bd. 



Beispiele: 

1 . (6x + 4y) ■ (6 + 3x + c) = 36x + 1 8x 2 + 6xc + 24y + 1 2xy + 4yc 

2. (z, + z 2 + z 3 ) • (y, + y 2 + y 3 + y 4 ) = z,y , + z,y 2 + z,y 3 + z,y , 

+z 2 y,+z 2 y 2 + z 2 y 3 +z 2 y 4 

+z 3 y 1 +z 3 y 3 +z 3 y 3 +z 3 y « 

Bei drei in Klammern stehenden Summen gilt entsprechend folgendes: 

(a + b) • (c + d ) ■ (c + f) = (ac + ad + bc + bd ) ■ (e + f ) ( ( 

= ace + ade + bce + bde + acf + adf + bcf + bdf 

Lesen wir das Distributivgesetz (1.5) von rechts nach links erhalten wir eine Kegel 
für das sog. Ausklammern als ab + ac = a(b + c). Ein Faktor, der vor jedem Glied 
einer Summe auftritt, kann also ausgeklammert werden, indem jeder Summand 
durch den ausgeklammerten Faktor dividiert wird. 

Beispiele: 

1. 4x + 56y + 232z = 4(x + 14y + 58z) 

2. 3x z y + 6xy + 9x 3 y = 3xy • ( x + 2 + 3x 2 ) 

3.1.2 Vorzeichenregeln 

Zu jeder Zahl a lässt sich eine dazugehörige entgegengesetzte Zahl -a finden, für 
die a + (— a) = 0 gilt. Ist a positiv, so ist -a negativ; ist a negativ, so ist -a positiv. Es 
gelten in diesem Zusammenhang allgemein folgende Vorzeichenregeln: 



-a = (-1) • a = a • (-1) (1.8) 

(-a)b = a(-b) = -(ab) = -ab (1.9) 

(-a)(-b) = ab (1.10) 

— (— a) = -1 • ((—!)• a) =(-l) • (—1) • a = a (1.11) 



Die Regeln (1.9) und (1.10) werden in der Schulmathematik häufig durch die Merk- 
sätze "Minus mal Plus ergibt Minus." bzw. "Minus mal Minus ergibt Plus." ausge- 
drückt. 
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Wir haben bereits erwähnt, dass die Subtraktion nichts anderes als die Addition ei- 
ner negativen Zahl darstellt, also 

a - b = a + (— b) (1.12) 

gilt. Ein Minuszeichen vor einer Klammer bedeutet bei Klammerauflösung, dass je- 
der Term in der Klammer mit -1 multipliziert werden muss, d.h. sich die Vorzei- 
chen der Terme in der Klammer umkehren: 

— (+b - c) = — b + c (1.13) 

Es handelt sich bei (1.13) um einen Sonderfall des Distributivgesetzes (1.5) mit ne- 
gativen Zahlen und insbesondere a = -1. Allgemein gilt für das Distributivgesetz bei 
negativen Zahlen, dass das Multiplizieren eines Faktors mit einer in Klammern ste- 
henden Summe wie gewohnt geschieht, indem der Faktor mit jedem Glied der 
Summe multipliziert wird. Die Vorzeichen der entstehenden Produkte ergeben sich 
nach den Kegeln (1.9) und (1.10). Analoges gilt für das Ausmultiplizieren zweier in 
Klammern stehender Summen. Es wird jedes Glied der einen Klammer mit jedem 
der anderen Klammer multipliziert, wobei auch (1.9) und (1. 10) zu beachten sind. 

Beispiele: 

1 . 3 + (-x - z) - (3z - 6) = 3 - x - z - 3z + 6 = -x - 4z + 9 

2. a - [— (b - 4)] = a - [-b + 4) = a + b - 4 

3. (-5b) • (-4 + b) = (-5b) • (-4) + (-5b) b = 20b + (-5b 2 ) = 20b - 5b 2 

4. (x - z) • (3x + 4) • (-5z) = (3x 2 + 4x - 3xz - 4z) • (-5z) = -1 5x 2 z - 20xz + 1 5xz 2 + 20z 2 

Im Zusammenhang mit den Vorzeichenregeln ist zu beachten, dass natürlich auch 
-1 ausgeklammerl werden kann. Dazu wird jeder Teilterm durch -1 dividiert, wo- 
bei die Merksätze „Minus dividiert durch Minus ergibt Plus.“ und „Minus dividiert 
durch Plus (und umgekehrt) ergibt Minus.“ zu beachten sind. Auch andere negative 
Terme können analog ausgeklammert werden. 

Beispiele: 

1. -2x - 5x 2 - 4 = -(2x + 5x 2 + 4) 

2. -6xy + 9x 2 - 3x = -3x(2y - 3x + 1) 

3.1.3 Binomische Formeln 

Die Regeln für das Ausmultiplizieren bzw. (1.6) kombiniert mit den Vorzeichenre- 
geln aus Abschnitt I 3-1.2 liefern die sog. binomischen Formeln. 

Erste binomische Formel: 

(a + b) 2 = (a + b) • (a + b) = a 2 + 2ab + b 2 (1.14) 

Zweite binomische Formel: 

(a - b) 2 = (a - b) • (a - b) = a 2 - 2ab + b 2 (1.15) 

Dritte binomische Formel: 



(a + bXa-b) = a 2 - b 2 



( 1 . 16 ) 




3. Grundlagen der Arithmetik 



19 



Beispiele: 

zu (1. 1 4): (3xy + 4z) 2 = (3xy f + 2 ■ 3xy • 4z + (4z) 2 = 9x 2 y 2 + 24xyz + 1 6z 2 

zu (1.15): (x-1) 2 = x 2 -2x+1 

zu (1.16): (3x + 1)(3x -1) = (3x) 2 -(I) 2 = 9x 2 -1 



Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass die erste binomische Formel auch auf 
drei Summanden erweitert werden kann. Es gilt dann 

(a + b + c) 2 = a J + Ir + c 2 + 2ab + 2ac + 2bc . (1.17) 

(1.17) gilt auch im Fall negativer Werte a, b und c, da sich durch die Quadrierung 
und die Bildung der Kreuzprodukte ab, ac und bc die negativen Vorzeichen "ver- 
schwinden". Bei gemischt positiven und negativen Werten a, b und c sind die Vor- 
zeichen der Terme 2ab, 2ac und 2bc entsprechend anzupassen. 

Es ist außerdem zu erwähnen, dass binomische Formeln von rechts nach links ge- 
lesen einen besonderen Wert besitzen. Erkennen wir nämlich in einem Term eine 
binomische Formel, können wir diesen schnell vereinfacht darstellen. 



Beispiele: 

1. Gegeben sei der Term 1-x 2 . Erkennen wir hier, dass es sich um die Differenz zweier 
"Quadrate" I 2 und x 2 handelt, so erlaubt uns die dritte binomische Formel die Darstel- 
lung als (1 + x)(1 — x) . 

2. Der Term x 2 -2x + 1 kann mit Hilfe der zweiten binomischen Formel, als (x-1) 2 um- 
geschrieben werden. Dabei ist es wichtig, die Form a 2 -2ab + b 2 im gegebenen Term 
zu erkennen. 



3.1.4 Bruchrechnung 



ln diesem Abschnitt widmen wir uns einfachen Rechenoperationen mit Brüchen. 
Wir gehen dabei insbesondere auf die Multiplikation und Division (dabei das Kür- 
zen und Erweitern) sowie das Addieren und Subtrahieren von Brüchen ein. Auch 
der Bedeutung der Null bei diesen Operationen schenken wir gesondert Aufmerk- 
samkeit. 



Für die Multiplikation zweier Brüche a / b und c / d (mit b, d *■ 0) gilt allgemein 



a c _ ac 
b 'd “ Ixl ’ 



GIB) 



d.h. es werden Zähler und Nenner jeweils multipliziert. Da eine ganze Zahl g als 
Bruch mit Nenner 1 und Zähler g interpretiert werden kann, gilt für die Multiplika- 
tion einer Zahl mit einem Bruch 



K .Ü. = I.ÜL = .E. 

8 b 1 b b 



(1.19) 



Es wird also der Zähler des Bruchs mit der Zahl multipliziert und der Nenner un- 
verändert beibehalten. Die Regel (1.19) von rechts nach links gelesen ist insbeson- 
dere beim Ausklammern wertvoll. 
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Beispiele: 

1 y-3 3x _ (y-3)-3x _ 3xy-9x 

2 7 “ z 7 “ 7z 

2. ( 3x-7).2 = l^zZLi = ^zH 

7 7 7 

3 3x-6y x -2y 

8 8 



Die Division eines Bruchs a / b durch einen Bruch c / d (mit b, d 0) erfolgt 
durch Multiplikation des ersten Bruchs mit dem Kehrwert des zweiten. Es gilt also 



a^ 

b. = a..d 
b c 
d 



ad 

bc 



(1.20) 



Wird durch eine Zahl g dividiert, die ja als Buch g / 1 interpretiert werden kann, ist 
einfach mit ihrem Kehrwert 1 / g zu multiplizieren, sodass 




a 

b. 

8 



a I 

b 8 




(1.21) 



gilt. Es ist also lediglich der Nenner des Bruchs mit der Zahl zu multiplizieren, wo- 
hingegen der Zähler unverändert bleibt. Für die Division einer Zahl durch einen 
Bruch gilt 



£ = _g _ b_g.b = gb 
b a 8 a 1 a a 



( 1 . 22 ) 



Es wird also einfach der Kehrwert des Bruchs mit der Zahl multipliziert. 



Beispiele: 

1 x+y .4z_ x + y 2x _ (x + y)-2x _ 2x g +2xy 
7 2x “ 7 4z“ 7 • 4z “ 28z 



xy 

2 _2_ = ^.l=^y 

z 2 z 2z 

3. (a-b):^- = (a-b)-^ = (a - b)(y - 3) = ay “ 3a - by + 3b 

(y-3) 2x 2x 2x 



Die Regeln für das Kürzen und Erweitern von Brüchen können wir direkt aus 
(1.18) ableiten. Hat ein Bruch im Zähler und Nenner einen gemeinsamen Faktor 
und sind alle Terme multiplikativ verknüpft, so kann dieser gemeinsame Faktor 
weggelassen (gekürzt) werden. 
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ab _ a b _ j b _ b 
ac a c c c 



(1.23) 



Umgekehrt hat eine Multiplikation von Zähler und Nenner mit demselben Faktor 
keine Auswirkung auf den Wert des Bruchs. Dieses Erweitern eines Bruchs ist ins- 
besondere bei der Addition und Subtraktion von Brüchen notwendig. 



Beispiele: 

1 2x g y _ 2x 
xy 2 y 

2 * 2 y x 2 y = y 

x 4 -x 3 y + 2x 2 x 2 (x 2 -xy + 2) x 2 -xy + 2 

3 3 + y x 3 +4x 2 + 4x (3 + y) x(x 2 +4x + 4) 1 x(x + 2) 2 1 x 

9-y 2 (x + 2) 2 ~ (3 + y)(3-y) (x + 2) 2 ” 3-y ' (x + 2) 2 " 3-y * " 3-y 



Für die Bruchrechnung lassen sich folgende Vorzeichenregeln angeben: 

a _ (-Da _ -a 
b " (-l)b ~^b 
_a__ ( _j) a _ (-l)a _ -a 
b b~ b b 
-a _ (-D(-a) _ a 
b (-l)b -b 



(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 



Beispiele: 

1 -3x-y _ ~(3x + y) _ 3x + y 

-(4-y) — (4 — y) 4-y 

2 1-P -H+P) -(P-1) -1 1_ 

p 2 -1 (P + 1)(P-1) (p + IHp-1) p + 1 p + 1 

3 -(1-x) x — 1 1 — x 

X X -X 



Anders als bei der Multiplikation und Division ist eine Addition oder Subtraktion 
von Brüchen nur dann zulässig, wenn sie denselben Nenner aufweisen. Es gilt 



a b a + b , a b a - b 

— H — = und , 

c c c c c c 



(1.27) 



d.h. es werden die Zähler addiert bzw. subtrahiert und der gemeinsame Nenner 
unverändert gelassen. 
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Beispiel: 

1 3x | (x — 1) 3x + x-1 4x -1 

7 + 7 7 7 

2 3y ? [ 1 2x 3 3y 2 + 1 - 2x 3 

4x + 1 4x + 1 4x + 1 4x+1 



Lieg! kein gemeinsamer Nenner vor, muss dieser durch Erweiterung erzeugt wer- 
den. Dies geschieht in der Form 






b d 



ad + cb 

bd 



( 1 . 28 ) 



oder bei drei Brüchen analog als 



a 

b 



+ £ + £ 
d f 



adf + cbf + elxl 
bd? 



( 1 . 29 ) 



Es wird also in einem ersten Schritt ein gemeinsamer Nenner, der sog. Hauptnen- 
ner durch Multiplikation aller bisherigen Nenner gebildet. Anschließend wird dieser 
Hauptnenner mit den vorherigen Nennern verglichen. Im Fall von drei Brüchen 
würden wir dabei feststellen, dass der Nenner des Bruches a / b nicht nur b son- 
dern bdf lauten müsste. Es wird also um df erweitert, d.h. der Bruch wird mit elf / 
df multipliziert. Dadurch ergibt sich der erweiterte Bruch adf / bdf. Analog wird bei 
den restlichen Brüchen verfahren. In einem letzten Schritt können die verschiede- 
nen Brüche dann zu einem zusammengefasst werden. 



Beispiele: 

1 3x 11 _ 3x(x-1) 4y -1 1 _ 3x (x-1)-4y-11 _ 3x*-3x-44y 

4y (x — 1) 4y(x-1) 4y - (x — 1) 4y(x-1) 4xy-4y 

2 x 4y x-7(x + y)-4y-2(x-y) 7x 2 + 7xy-8xy + 8y 2 7x 2 -xy + 8y 2 

2(x - y) 7(x + y) ~ 2(x-y)-7(x + y) “ 14(x 2 -y 2 ) “ 14(x 2 -y 2 ) 



Nicht immer ist es zweckmäßig, als Hauptnenner das Produkt aller vorhandenen 
Nenner zu verwenden. Allgemein suchen wir einen Ausdruck, in dem alle beteilig- 
ten Nenner als Faktor enthalten sind. Das Produkt aller Nenner erfüllt dies natürlich 
immer. Oftmals gibt es aber auch "einfachere" Ausdrücke (mit weniger Faktoren), 
die das bereits erfüllen. Ist beispielsweise im Falle dreier Brüche ein Nenner genau 
das Produkt der beiden anderen, so kann dieses Produkt als Hauptnenner verwen- 
det werden. Wir können also 

a + c + d _ ae + c + db 
b be e be 

an Stelle von 

a + c + d _ abe’ + cbe + db*e _ be(ae + c + db) _ ae + c + db 
b be e b 2 e" Ire 2 be 



rechnen. 




3. Grundlagen der Arithmetik 



23 



Beispiele: 

1 b 2 -ab-1 

a b ab 2 ab 2 

x + 4 x 2 + 8x + 16 + 6x + 24 x + 4 (x + 4) 2 + 6(x +4) 

_ 6(x + 4) 2-6 (x + 4) 6(x + 4)-12 + (x + 4) 7x + 16 

6(x + 4) 2 6(x + 4) 2 + 6(x + 4) 2 6(x + 4) 2 6(x + 4) 2 

3 ^_ + _£^_ + _V_ = x ! 2x | y _ -x(x + y) + 2x(x-y) + y(x + y) 

y-x x + y x-y x-y x + y x-y (x-y)(x + y) 

x 2 - 2 xy + y 2 (x-y) 2 x-y 
(x-y)(x + y) (x-y)(x + y) x + y 

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns nun noch der Bedeutung der 
Null in der Bruchrechnung widmen. Während bei Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation 

a + 0 = 0 + a = a 0.30) 

a-0 = -0 + a = a (1.31) 

0 • a = a • 0 = 0 (1.32) 

gilt, ist bei der Division zu beachten, dass 

— = 0 wenn a = 0 und b * 0 . (1.33) 

b 

Der Quotient zweier Werte a und b ist also nur dann gleich Null, wenn der Nenner 
a gleich Null ist. Eine Division durch Null ist nicht zulässig. Das Produkt zweier 
Werte a und b ist im Vergleich dazu dann Null, wenn mindestens ein Faktor gleich 
Null ist, also 

a • b = 0 wenn a = 0 oder b = 0 (1.34) 

gilt. Die Zusammenhänge (1.33) und (1.34) werden uns besonders beim Lösen von 
Gleichungen nützliche Dienste erweisen. 

3.1.5 Umformung linearer Gleichungen 

Essentiell in der Wirtschaftsmathematik ist vor allem die Fähigkeit, Gleichungen 
umzuformen bzw. nach einer Variablen aufzulösen. Wir legen daher in diesem Ab- 
schnitt zunächst die wichtigsten Regeln zur Umformung linearer Gleichungen dar. 
Mit anderen Gleichungstypen beschäftigen wir uns im Abschnitt I 3.5. 

Bevor wir genauer auf spezielle Umformungsregeln eingehen, müssen wir zunächst 
einige Begriffe klären. Unter einem Term verstehen wir einen Ausdruck in Variab- 
len, der für konkrete Werte der Variablen definiert ist, oder eine konkrete Zahl. 
Dazu zählen also beispielsweise 3,5; -4; a + b; x 2 - (12 + x); usw. Während Terme 
wie y - 7, (x + y) 2 , usw. für jeden beliebigen Wert aus R definiert sind, kann es 
bei Bruchtermen Werte geben, für die der Bruch nicht definiert ist. Dies ist der Fall, 
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wenn der Nenner den Wert Null annimnu. Um mit derartigen Termen sinnvoll ope- 
rieren zu können, müssen wir die möglichen Belegungen der Variablen einschrän- 
ken, d.h. alle Werte ausschließen, die zu einem Nullnenner führen. 

Beispiele: 

Betrachten wir den Term 

1 

1-x ' 

so können wir mit diesem nur dann bedenkenlos rechnen, wenn der Nenner nicht den Wert 
Null annimmt. Dies wäre hier für x = 1 der Fall. Wir legen daher für derartige Terme einen 
sog. Definitionsbereich fest. Dieser beinhaltet alle Werte, die die Variable x annehmen 
darf. Wir schreiben hier x e R \ {1}. 

Im Vergleich dazu unterliegt im Term 

x 2 -2x -3 
x 2 + 1 

x keiner Einschränkung, da der Nenner nie Null werden kann, x 2 kann minimal Null und der 
Nenner damit minimal 1 werden. 

Eine Gleichheit von zwei Termen T, und T,, also 

T, =T, (1.35) 

bezeichnen wir als Gleichung. Oft müssen solche Gleichungen umgeformt wer- 
den, um sie z.B. nach einer Variablen aufzulösen. Es sind dabei nur solche Umfor- 
mungen zulässig, die dazu führen, dass aus (1.35) wieder eine Gleichung hervor- 
geht und dass aus der neu entstandenen Gleichung auf das Bestehen der alten ge- 
schlossen werden kann. Derartige Umformungen werden auch als Äquivalenz- 
umformungen bezeichnet, da die alte und die neue Gleichung äquivalent sind. 



T, = T 2 <-> T, + Tj = T 2 + T, (1.36) 

T, = T, <-» T, - T, = T, - T, (1.37) 

T, =T 2 4->T, -T, =T 2 -T, (1.38) 

T, =T 2 <-» A = für T, * 0 (1.39) 



F.s ist also zulässig, auf beiden Seiten einer Gleichung denselben Term zu addieren 
und zu subtrahieren oder beide Gleichungsseiten mit einem Term zu multiplizie- 
ren. Außerdem dürfen beide Gleichungsseiten durch denselben Term dividiert 
werden, sofern dieser von Null verschieden ist. Weitere Umformungen werden wir 
noch in Abschnitt I 3.5.1 kennenlernen. 

Eine Gleichung bezeichnen wir als linear, wenn sie durch die Umformungen (1.36) 
bis (1.39) auf die allgemeine Form 

ax = b mit a * 0 (1.40) 

gebracht werden kann und die Lösung 

x = — mit a * 0 
a 



(1.41) 




3. Grundlagen der Arithmetik 



25 



besitzt, a und b sind dabei feste Größen (Konstanten) und x ist die sog. Variable. 
Bei der Auflösung einer linearen Gleichung nach der Variablen ist es üblich die je- 
weilige Umformungsoperation (geltend für beide Gleichungsseiten) hinter einem 
senkrechten Strich anzugeben. Auch wir wollen dies im Folgenden zu Veranschau- 
lichungszwecken tun. Wir weisen außerdem darauf hin, dass es in der Schulma- 
thematik zwar üblich ist, Variablen mit den Endbuchstaben (z.B. x, y, z) und Kon- 
stanten mit den Anfangsbuchstaben des Alphabets (z.B. a, b, e) zu bezeichnen. In 
den Wirtschaftswissenschaften wird von dieser "Regel" allerdings häufig abge- 
wichen, da die Variablen gemäß ihrer ökonomischen Bedeutung abgekürzt wer- 
den. Wir müssen daher stets aus der Problemstellung entnehmen, welche Größen 
Konstanten und welche Variablen sind. 



Beispiele: 

1 . x ist die Variable, b eine Konstante: 

3x + b = 4x-5 | - 4x 

-x + b = -5 j-b 

-x = -5 - b j-(-1) 
x = 5 + b 

2. x ist die Variable, a eine Konstante: 

2a 1 



1-x x+5 

_ 1-x 

2a = 

x + 5 

2a(x + 5) = 1-x 
2ax + 1 0a = 1 - x 
2ax + x = 1 - 1 0a 
x(2a + 1) = 1-10a 
1-10a 

x =• 



| (1-x) für x # 1 
| (x + 5) für x * -5 

| + x - 1 0a 

I :(2a + 1) für a* -0,5 



2a + 1 

3. Es soll nach x aufgelöst werden: 

1+1 = 1 

x y 

1 = 1-1 
x v 



1 = X • 



1-1 



2 
y 

| • x für x * 0 

1-1 für y * 0 und y * 1 

y / 



X = 



i 



i 



i 



!_! y_l y z! y-i 
y y y y 



4. Es soll nach d aufgelöst werden: 
ad 



a = ^l 



+c 



b 



| (-b)-c für b * 0 
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| (d-1) für d * 1 
| - ad - c + ab 

|:(ab-c-a) für ab-c-a* 0 



3.2 Summen-, Produkt- und Fakultätszeichen 

ln diesem Abschnitt belassen wir uns mit Möglichkeiten der kompakten Darstel- 
lung von Termen. Umfangreiche Additionsketten können durch das Summen-, Mul- 
tiplikationsketten durch Produktzeichen verkürzt werden. Spezielle Arten von Mul- 
tiplikationsketten lassen sich zudem durch Fakultäten abbilden. Diese können wir 
zur Bestimmung sog. Binomialkoeffizienten heranziehen, die eine Verallgemeine- 
rung der unter I 3-1-3 kennengelernten binomischen Formeln ermöglichen. 

3.2.1 Summenzeichen 

Das Summenzeichen X (griechisches Sigma) symbolisiert die fortgesetzte Addition 
des Terms, der auf das Summenzeichen folgt. Allgemein gilt also 

lll 

£a, =a k +a k+l + ... + a m mit ieZ, (1.42) 

l>k 

wobei a, ein allgemeines Summcitionsglied und i der sog. Summalionsindex ist, der 
beim Summationsanfang k beginnt, sich schrittweise um I erhöht und beim Sum- 
mationsende m mit m > k endet. 

Beispiele: 

Die genaue Anwendung der Kurzschreibweise (1.42) verdeutlichen wir im Folgenden an- 
hand einiger einfacher Beispiele. 

1. £i=1+2+3+4+5=15 

Fl 

n 

2- X b . =b 1 +b 2 +b 3 +b < + -" + b n 

1=1 

3. X b|, t X| = b 6 x, + b 7 x, + b 8 x, + ... + b„ f1 x ( 

i-5 

4 - Z a k =a^ + a^, + a^ 2 +... + a^ 

k=m 

5. X> 2 -2 z ) = (2 2 -2 2 ) + (3 2 -2 3 ) + (4 2 -2V(5 2 -2 5 ) = -6 
z=2 

6. X(x i -5)=(x 2 -5) + (x 3 -5) = x 2 + x 3 -10 

1=2 



. ad 

ab-c = 

d-1 

(ab-c) (d-1) = ad 
abd - ab - cd + c = ad 
abd - cd - ad = ab - c 
d(ab-c-a) = ab-c 
ab-c 

d = 

(ab-c-a) 
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Sinn und Zweck von Summenzeichen ist die verkürzte Darstellung von Additions- 
ketten. Es ist also für uns weniger die Ausformulierung von Summenzeichen, son- 
dern vielmehr das Erkennen von Summensystemaliken in vorliegenden Ketten inte- 
ressant. 

Beispiele: 

1. 1 + 4 + 9 + .. . + k 2 = Ji 2 

1=1 

m 

2. a i1 x 1 +a i2 x ! +...+a m x„=^ 1| x | 



Für Summenzeichen gilt eine Reihe von Rechenregeln, die wir im Folgenden kurz 
behandeln wollen. Zunächst gilt, dass bei additiv verknüpften Termen mit gleichen 
Summationsgrenzen Summe unter Beibehaltung von Summationsanfang und -ende 
aufgespalten werden kann. 

J(a, +b,) = Ja, + Jb, (1.43) 

l*k i«k i«k 

Zudem kann eine Summe unter Beibehaltung der Summationsglieder in Teilsum- 
men zerlegt werden. 

m t in 

Ja,=^a,+ Ja, für k < ( < m (1.44) 

i-k l-k l-'*l 



Beispiele: 

m m m 

zu (1.43): J(ix + 3i) = Jix + J3i = [ nx +(n + 1)x+... + mx] + [3n + 3(n + 1) + ... + 3m] 

l=n l-n i=n 



zu (1.44): Jx = J x + J x = 3x + 3x = 6x 

1-1 i-1 1-4 



Für eine Konstante c gelten im Zusammenhang mit Summenzeichen die Regeln 

Je = (m -k + l)-c , (1.45) 

l=k 

tu in 

Je • a, = c • Ja, (1.46) 

l=k l»k 

und somit auch 

J(a, +c) = Ja, +(m - k + l)-c. (1.47) 

i=k i=k 

Während (1.45) selbsterklärend ist, bedeutet (1.46), dass ein vom Summationsindex 
unabhängiger Faktor aus der Summe ausgeklammert werden kann. Regel (1.47) ist 
nichts anderes als die Kombination von (1.43) und (1.45). 
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Beispiele: 

5 

zu (1.45): ]T3 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = (5-1 + 1)-3 = 5-3 = 15 

1=1 

zu (1.46): £4 i = 4 ]Ti = 4 (1 + 2 + 3) = 24 

1=1 i=1 

zu (1.47): £(x‘+c) = Z x ' +[(3-2 + 1) c] =[x 2 + x 3 l + [2c] = x 2 +x 3 +2c 

1=2 L»=2 

Abschließend sei erwähnt, dass (1.43) nicht bei multiplikativer Verknüpfung gilt, 
d.h. 

X^b,»* ’Zb, . 

I=k l=k i=k 

Beispiel: 

Xa,b l =a,b,+a 2 b 2 

1=1 

2 2 

X a X b . = (a, +a 2 )(b, + b 2 ) = a,b, + a,b 2 + a 2 b, +a 2 b 2 = a,(b, +b 2 ) + a 2 (b, +b 2 ) 

M M 

Durch zweifache Indizierung und entsprechende Anwendung der Summalionsvor- 
schrift entstehen Doppelsummen (analog weitere Mehrfachsummen), fegen wir 
zu anschaulicheren Darstellung die Summationsanfänge auf I fest, so gili für diese 
allgemein 

=z[Z a 'i 

1-1 l-l l-I l-l 

III 

= I>,,+a .2 + - + a l n) 0-48) 

i«l 

" a n +a l2 + ... + a,„ + ... + a ml +a m2 + ... + a mn . 

Wir sehen, dass eine derartige Doppelsumme ausformuliert werden kann, indem 
zunächst die Summe anhand eines der beiden Indizes j ermittelt und aus dem ent- 
standenen Ergebnis die Summe mittels des anderen Index i gewonnen wird. Die 
Reihenfolge der Summation 

in n n in 

ZZ a « =ZZ a n 

'=1 i-1 l-l l-l 

spielt also keine Rolle. Zudem sei erwähnt, dass im Falle der Gleichheit beider 
Summationsgrenzen eine Doppelsumme auch als 

in in in 

ZZ a ii = Z a n 

i-i i-i i.i-i 



abgekürzt werden kann. 
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Beispiel 1: 

2 3 2 2 

£]Tja-i=]T[(a-i) + (2a-i) + (3a-i)] = £[6a-3i] = (6a-3-1) + (6a-3-2) = 12a-9 

i=i i=i i=' 



Beispiel 2: Ökonomische Anwendung 

In einem Rohmateriallager sind m = 5 Materialien eingelagert, die je nach Bedarf in der 
Fertigungsabteilung entnommen und verbraucht werden. Dies geschieht innerhalb von 
n = 6 Perioden. Die verbrauchte Menge von Material i in Periode j, die wir mit ai, bezeich- 
nen, ist in folgender Tabelle gegeben. 



Material 


1 


Verbrauch in Stück in Periode 
2 3 4 


5 


6 


I 


1 


20 


30 


20 


15 


20 


20 


125 


2 


10 


10 


10 


10 


10 


10 


60 


3 


5 


20 


5 


20 


5 


20 


75 


4 


100 


80 


90 


100 


80 


90 


540 


5 


20 


40 


60 


10 


5 


30 


165 


I 


155 


180 


185 


155 


120 


170 


965 



Die in dieser Tabelle enthaltenen Zeilen- und Spaltensummen erlauben uns die nähere 
Veranschaulichung des Prinzips von Doppelsummen. So liefert die Spaltensumme 

i-i 

die Verbrauchsmenge aller Produkte in einer bestimmten Periode j. Für Periode 2 gilt etwa 

5 

]Ta i2 = a 12 + a 22 +a 32 + a 42 +a 52 = 30 + 10 + 20 + 80 + 40 = 180 . 

i=i 

Die Zeilensumme 




stellt die Verbrauchsmenge eines bestimmten Produktes i in allen Perioden dar. Für Mate- 
rialie 3 gilt z.B. 

6 

]Ta 3j = a 31 + a 32 + a 33 + a 3ll + a 36 + a 3i; = 5 + 20 + 5 + 20 + 5 + 20 = 75 . 

i»i 

Die Verbrauchsmenge aller Produkte in allen Perioden 

5 6 

ZZ a „ 

i=i i=i 

erhalten wir durch Addition aller Werte a,, der obigen Tabelle als 965. Alternativ können wir 
auch die 5 Zeilensummen 

5 ( 6 6 6 



Z Za,. 



=Z a ti+-+Z a 5i 



= 125 + 60 + 75 + 540 + 165 = 965 



M V J=1 ) M 1=1 
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oder die 6 Spaltensummen 

6 ( 5 \ 5 5 

Z Z a u =Z a i> + - + Z a i6 =155 + 180 + 185 + 155 + 120 + 170 = 965 

l-i V m ) 1=1 1=1 

aufsummieren. 



Analog den Rechenregeln für einfache Summen, lassen sich auch Rechenregeln 
für Doppelsummen formulieren. Ein vom Summationsindex unabhängiger Faktor 
c kann auch hier vor das Summenzeichen gezogen werden: 

m n in n 

ZZc-a^c-JlX 0.49) 

i=i i-i i*i i=i 

Eine vom Summationsindex unabhängige additive Konstante c ergibt 

in n in n 

ZZ (a n + = x Z a ü + ni ■ n • c • (1 - 50) 

1*1 1*1 i-l 1-1 

Im Falle einer einfach indizierten additiven Konstante b bzw. a, gilt 

ZZ (a « + b i ) =ZZ a n + m • Z b i «-5» 

i*i i-i i*i i-i i-i 

bzw. 



Hl n Hl lll n 

ZZ< a .+ b ,| ) = n -Za l +ZZ b n> 

1-1 1-1 i-l 1-1 i-l 

wohingegen bei einem einfach indizierten multiplikativen Faktor b 

in n n in n m 

ZZ a «- b i = ZZ b r a n = Z b i-Z a n 

1*1 I-l I-l I-l I-l I-l 



gilt. Analoges gilt für einen einfach indizierten multiplikativen Faktor a r 



(1.52) 



(1.53) 



3.2.2 Produktzeichen 

Das Produktzeichen fl (griechisches Pi) symbolisiert die fortgesetzte Multiplikation 
des Terms, welcher auf das Produktzeichen folgt. Es gilt also 

lll 

ri a t =a “ ‘ a >“' ,a fc« •••••*». 0-54) 

i-k 

wobei a, ein allgemeines Glied und i der Multiplikationsindex ist, der vom Multipli- 
kationsanfang k in Schritten von +1 zum Multiplikationsende m mit m > k wächst. 

Wie bei Summen existieren auch hier eine Reihe wichtiger Rechenregeln, wovon 
wir die wichtigsten im Folgenden kurz aufführen. Für das Produkt zweier indizier- 
ter Größen gilt 

fl a. • b. = fja. • fj b, • 

i=k i=k i=k 



(1.55) 
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Unter Berücksichtigung der Regel 

in 

rt c = cm - 

i=k 

für das Produkt von Konstanten erhalten wir 



Il c a =c 




(1.56) 



(1.57) 



Beispiele: 

zu (1.56): pj 5 = 5 • 5 ■ 5 = 5 4 ' 2 * 1 = 5 3 = 1 25 

1=2 

zu (1.57): PISx^S 3 " 1 • PI X 1 = 3 3 • (x 1 • x 2 • X 3 ) = 27 • (x • x ■ x • x • x • x) = 27x 6 

M 1=1 



3.2.3 Fakultätszeichen und Binomialkoeffizienten 

Von besonderer Relevanz ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (insbesondere der 
Kombinatorik) das Fakultätszeichen (!). Für jede natürliche Zahl n hat dieses die 
Bedeutung 

rt! = PJi = 1.2-3-4-...-n, (1.58) 

wobei definitionsgemäß 0! = I gilt. Wir sprechen von "n Fakultät". 



Beispiele: 

1. 31 = 1-2-3 = 6 

2. 10! = 1 2-3-4 5 6-7-8 9 10 = 3.628.800 

Bereits anhand dieser beiden Werte erkennen wir, dass Fakultäten sehr schnell wachsen. 



n! kann interpretiert werden als Anzahl der Möglichkeiten, n eindeutig unterscheid- 
bare Elemente in einer bestimmten Reihenfolge anzuordnen. So haben wir z.B. 3! = 
3 • 2 • 1 = 6 Möglichkeiten, drei Bücher in ein Regal zu stellen. 



Mil Hilfe des Fakultätszeichens kann auch bestimmt werden, auf wie viele ver- 
schiedene Arten man aus n eindeutig unterscheidbaren Elementen k auswählen 
kann. Die Anzahl dieser Auswahlmöglichkeiten wird durch 




n! 

k !( n — k ) ! 



(1.59) 



beschrieben und heißt Binomialkoeffizient. Wir sprechen von "n über k". Es wird 
dabei davon ausgegangen, dass die Reihenfolge der gezogenen Elemente keine 
Rolle spielt, d.h. z.B. eine Kombination (1; 2) mit einer Kombination (2; 1) gleich- 
wertig ist und nach einem Zug das gezogene Element vor dem nächsten Zug nicht 
wieder in die Entnahmemenge zurückgelegt wird. 
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Beispiel: 

Nehmen wir an, dass die n = 5 Elemente einer Entnahmemenge die Zahlen von 1 bis 5 
sind und aus dieser k = 2 Elemente (ohne Zurücklegen und ohne Berücksichtigung der 
Reihenfolge) entnommen werden sollen. Wir erhalten hier bei einer Entnahme eines der 10 
möglichen Wertepaare (1; 2}, {1; 3}, {1; 4}, {1; 5}, {2; 3}, (2; 4}, {2; 5}, {3; 4}, (3; 5} und 
(4; 5}. Schneller als durch Auflistung und Auszählung kann die Anzahl dieser Möglichkeiten 
auch direkt über (1.59) bestimmt werden: 



5) 5-4-3-2-1 

2. 2 • 1 • (3 ■ 2 • 1) 




Die meisten Taschenrechner ermöglichen eine direkte Eingabe von n und k zur Bestim- 
mung des Binomialkoeffizienten. Sollte dies nicht der Fall sein, können wir (1.59) durch 
Kürzen noch ein wenig umgestalten, was zur vereinfachten Formel 

('nt n-(n- 1 )-...-(n-k + 1 ) 

[kJ - 1 - 2 • - k 



führt (siehe auch obiges Beispiel). Die bei der Ziehung der Lottozahlen ("6 aus 49") mög- 
lichen Ergebnisse können wir damit schnell bestimmen als 




4948 47-46-45 44 
1-2-34-56 



= 13.983.816. 



Aus (1.59) folgt unter Beachtung von 0! = I auch 



'n> 




V 






V 11 . 



und außerdem 




(1.60) 



(1.61) 



wobei (1.61) besagt, dass ein Ersetzen von 1< durch n - k keinen Einfluss auf den 
Binomialkoeffizenten hat, also eine gewisse "Symmetrie" vorliegt. Inhaltlich inter- 
pretiert würde dies z.B. beim Lotto bedeuten, dass es genauso viele Möglichkeiten 
gibt 6 Kugeln zu ziehen, wie 49 - 6 = 43 Kugeln in der Trommel zu lassen. 

Der Binomialkoeffizient spielt außer in der Wahrscheinlichkeitsrechnung vor allem 
beim sog. binomischen Lehrsatz eine wichtige Rolle, welcher einen Ausdruck für 
die Potenz (a + b) n liefert. Den Fall n = 2 haben wir bereits in (1.14) als erste bino- 
mische Formel (a + b)’ = a" + 2ab + b J kennengelernt. Betrachten wir weitere Fälle 
für n, wie z.B. 

(a + b)’ = a 1 -t- 3a 2 b + 3alr + b’ 

(a + b)’ = a 1 + 4a 3 b + 6a'b 2 + 4ab' + b 1 

(a + b) 3 = a 3 + 5a ‘b + 10 a V + 10a 2 b' + 5ab' + b 3 



Hisst sich eine gewisse Regelmäßigkeit erkennen. So ist jeder Summand (abgesehen 
von den Zahlenfaktoren) ein Produkt einer Potenz von a mit einer Potenz von b, 
beginnend bei a"b" = a" über a n_l b', a'”"V, ... bis a'b"’ 1 und a"b" = b". Es fällt auf, 
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dass die Summe der Exponenten stets gleich n ist. Außerdem erweisen sich die 
Zahlenfaktoren als Binomialkoeffizienten, und zwar steht bei a""' der Koeffizient 
(j’J . Wir können also z.B. für n = 5 auch schreiben: 



(a + b)' 



ab + 1 a'b + 



a b' + 



a'b + 




Allgemein erhalten wir damit als binomischen Lehrsatz 



(a+b) n = 



a"b° + 



/n )a"- , b'+... + f 11 la’b"-' +f nN 
1) [n-lj V n / 



ab" 




(1.62) 



Dieser gilt auch für (a - b) n , da wir in diesem Fall aufgrund von (a + (— b ))" nur in 
allen Gliedern, in denen eine ungerade Potenz von b steht, ein Minuszeichen set- 
zen müssen. 



Beispiel: 

1 . (x + y) 6 = x 6 + 6x 5 y + 1 5x 4 y 2 + 20x 3 y 3 + 1 5x 2 y 4 + 6xy 5 + y s 

2. (x + 2y) 5 = x 5 +5x 4 (2y) + 10x 3 (2y) 2 + 10x 2 (2y) 3 + 5x(2y) 4 +(2y) 5 

= x 5 + 1 0x 4 y + 40x 3 y 2 + 80x 2 y 3 + 80xy 4 + 32y 5 

3. (2x - 3y) 4 = (2x) 4 - 4(2x) 3 (3y) + 6(2x) 2 (3y) 2 - 4(2x)(3y) 3 + (Sy) 4 

= 1 6x 4 - 96x 3 y + 21 6x 2 y 2 - 21 6xy 3 + 81y 4 



3.3 Ungleichungen und Absolutbeträge 

Im Rahmen des Abschnitts 1 3-1.5 haben wir uns mit der Gleichheit von Termen 
befasst. Wir wollen uns nun mit Ungleichheitsbeziehungen zwischen Termen be- 
fassen und außerdem den Begriff des Absolutbetrages einführen, den wir im Kon- 
text von Ungleichungen näher analysieren. 

3.3.1 Ungleichungen 

Wir sprechen von einer Ungleichung, wenn ein Term T, ungleich einem Term ’I\ 
ist (T, *■ T,). T, kann dabei kleiner als T, 

T, < Tj (1.63) 

oder größer als T, (T, > T,) sein. Da (1.63) gleichbedeutend mit T, > T, ist, werden 
wir die Rechenregeln für Ungleichungen nur für das "<"-Zeichen angeben. Auch T, 
< T, (T, kleiner oder gleich T,) bzw. damit gleichbedeutend T, > T, (T, größer oder 
gleich T,) können wir bei der folgenden Betrachtung außer Acht lassen, da die auf- 
geführten Regeln auch für diese Fälle uneingeschränkt gültig sind. 

Zunächst sind Ungleichungen transitiv, d.h. 

T, < T^ und T 2 < T ( — » T, < T, . 
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Darüber hinaus können wir aus unseren Vorzeichenregeln aus Abschnitt I 3.1.2 
folgende Zusammenhänge ableiten: 

VT, >0 wenn (T, >0 a T, > 0) v (T, < 0 a T, <0) (1.64) 

T, • T 2 < 0 wenn (T, >0 a T, <0) v (T, < 0 a T, >0) (1.65) 

Bei gleichen Vorzeichen der Einzelterme ist ihr Produkt also positiv, bei unter- 
schiedlichen Vorzeichen negativ. 

Ohne die Aussage einer Ungleichung zu verändern, dürfen wir eine Reihe von 
Umformungen vornehmen. So ist es z.B. zulässig auf beiden Seiten der Unglei- 
chung denselben Term zu addieren oder zu subtrahieren. 

T, < T, T, ± T, < T, + T, (1.66) 

Beispiele: 

, - 2<5 |+1 2 -1 < 2 |-2 

- 1<6 - 3<0 

Eine Ungleichung darf außerdem mit einem positiven Term multipliziert werden. 

T, < T, +4 T, • T, < T, • T, wenn T, > 0 (1.67) 

Wird mit einem negativen Term multipliziert, ändert sich das Ungleichheitszeichen. 

T, < T, +4 T, • T, > T, • T, wenn T, < 0 (1.68) 

Die Regeln (1.67) und (1.68) beinhalten gleichzeitig Regeln bei der Division einer 
Ungleichung durch einen von Null verschiedenen Term T,. Die Division durch T, 
ist nämlich nichts anderes als die Multiplikation mit l/T,. Eine Ungleichung darf al- 
so ohne Veränderung des Ungleichheitszeichens durch ein positives T, und mit 
Umkehrung des Ungleichheitszeichens durch ein negatives T, dividiert werden. 

T T 

T, < T, +4 — < — wenn T, > 0 
T, T, 

T T 

T. < T, <-+ —>— L wenn T. < 0 

T, T, 

Beispiele: 

1 -1 < 2 | 2 2 2 < 7 | - (- 1 ) 3 2 < 8 | : 4 4 - 4<-2 | : (- 2 ) 

-2 <4 - 2>-7 0,5 <2 2>1 

Sind sowohl T, als auch T, positiv bzw. negativ, gilt außerdem 

T, < T, +4 — > — für T, • T 2 > 0 . (1.69) 

Ti T> 

Es kann also auf beiden Seiten zum Kehrwert übergegangen werden, wenn das 
Ungleichheitszeichen umgedreht wird. 
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Beispiele: 

1. 3 < 9 <-» ->- 2. -3 < -2 ++ 

3 9 3 2 

Die Rechenregeln (1.64) bis (1.69) sind besonders beim Lösen von Ungleichungen 
relevant. Wir wollen daher im Folgenden anhand einiger Beispiele veranschauli- 
chen, wie Ungleichungen gelöst werden. 

Beispiele: 

1. Einfache Ungleichung: 

5x-4<7x + 8 | -7x + 4 

-2x < 1 2 | : (-2) 

x > -6 

2. Sonderfall (Fallunterscheidung hinsichtlich Variable): 

>3 furx*-1 -1 + x) 

1 + x 1 

Bei dieser Rechenoperation muss eine Fallunterscheidung vorgenommen werden, da 
nicht klar ist, ob der Term (1+x) positiv oder negativ ist. Zudem darf er nicht den Wert 
Null annnehmen, so dass aus den Lösungen der Ungleichung der Wert x = -1 ausge- 
schlossen werden muss. 

1. Fall: 1 + x > 0 ++ x>-1 

Der Term (1 + x) wird als positiv angenommen, sodass es durch die Multiplikation zu 
keiner Umkehrung des Ungleichheitszeichens kommt. 

5x - 3 > 3 (1 + x) 

5x-3>3 + 3x | -3x + 3 
2x > 6 | : 2 

x > 3 

Für die Lösung der Ungleichung muss also in diesem Fall sowohl x > -1 als auch x > 3 
gelten, was insgesamt zu x > 3 führt. 

2. Fall: 1 + x < 0 ++ x<-1 

Der Term (1 + x) wird als negativ angenommen, wodurch es im Zuge der Umformung 
zu einer Umkehrung des Ungleichheitszeichens kommt. 

5x -3 < 3 (1 + x) 

5x-3<3 + 3x |-3x + 3 
2x < 6 j : 2 

x < 3 

In diesem Fall muss also x < -1 und x < 3 gelten, was insgesamt zu x < -1 führt. 

3. Sonderfall (Fallunterscheidung hinsichtlich unbestimmter Konstante): 

(3-a)-x<4 | : (3— a) 

Auch hier ist wieder eine Fallunterscheidung vorzunehmen, da nicht bekannt ist, ob der 
Term (3 - a) positiv oder negativ ist. Auf jeden Fall ist aber der Wert 3-a = 0oa = 3 
unzulässig. 
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1 . Fall: 3-a>0 -a>-3 <-> a<3 

Unter der Bedingung a < 3 ist die Lösung des Gleichungssystems bei unverändertem 
Ungleichheitszeichen 



2. Fall: 3-a<0 <-» -a<-3 a>3 

Unter der Bedingung a > 3 ist die Lösung des Gleichungssystems bei umgekehrtem 
Ungleichheitszeichen 



4. Sonderfall (Produktungleichung): 

(2-x)(x + 1)<0 

Zur Lösung dieser Ungleichung greifen wir auf (1.65) zurück. Das Produkt zweier Ter- 
me kann nämlich nur dann negativ sein, wenn einer der beiden Terme negativ und der 
andere positiv ist. Für die Lösung gilt daher folgendes: 



(2-x)<0a(x+ 1)>0 v 


(2-x) > 0 a(x + 1) < 0 


x>2ax>- 1 v 


X < 2 A x < -1 


x > 2 v 


X < — 1 



3.3.2 Absolutbeträge 



Unter dem absoluten Betrag einer Zahl a wird der nichtnegative Wert dieser Zahl 
verstanden. Er wird durch senkrechte Striche, die die Zahl einschließen, symboli- 
siert, sodass formal folgendes gilt: 



:> 




für a > 0 

für a < 0 



(1.70) 



Beispiele: 

Am Besten können wir den Absolutbetrag durch Betrachtung einer Zahlengeraden veran- 
schaulichen, da wir diesen als (stets positiven) Abstand eines Punktes auf der Geraden 
zum Punkt 0 interpretieren können. 

< H - 3 >. I2bi , 

1 1 1 — 

-3 0 7 



Für das Rechnen mit Absolutbeträgen gelten eine Reihe von Rechenvorschriften. 
Aus Symmetriegründen ist zunächst der Abstand von a zu Null derselbe wie der 
Abstand von -a zu Null. 




(1.71) 
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Es gilt damit auch für den Abstand zweier Punkte a und b 

|a - b| = |b - a| , (1.72) 

denn (b - a) = - (a - b). 

Beispiele: 

zu (1.71): |-5|=|5| = 5 

zu (1.72): |3 - 5| = |-2| = 2 und |5 - 3| = \2\ = 2 

Der absolute Betrag verknüfter Zahlen hat die Eigenschaften 

|a ■ b| = |a| • |l»| (1.73) 

und 

I— I = |4 für b * 0 (1.74) 

IN |b| 

Beispiele: 

zu (1.73): |(-4) -2|=|-8| = 8 und |-4| |2| = 4 2 = 8 

zu (1.74): — = |-2| = 2 und 41 = - = 2 

v ' -2 1 1 |- 2 | 2 

Für beliebige a, b e R gelten auch die sog. Dreiecksungleichungen 

|a + b| < |a| + |b| (1.75) 

und 

|a + b| ä||a| -|b|| . (1.76) 

Beispiele: 

zu (1.75): 1. |-8 + 12| =|4| = 4 und |-8| +|12| = 8 + 12 = 20 -» 4<20 
2. |— 1 — 7| = |-8| = 8 und |-l|+|-7| = 1 + 7 = 8 -» 8 = 8 
zu (1.76): 1. |-8 + 5|=|-3| = 3 und ||-8|-|5||=|8-5|=|3|=3 -> 3 = 3 
2. |1 + 2|=|3|=3 und ||l|-|2|| =|1-2| =|-l| = 1 -> 3>1 

Nach Behandlung der allgemeinen Grundlagen zu Absolutbeträgen wollen wir uns 
nun damit beschäftigen, wie mit ihnen in Ungleichungen umzugehen ist. Wir ver- 
anschaulichen dies direkt anhand eines einfachen Beispiels. 
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Beispiel: 

|x-l| < 2 

Zur Lösung dieser Ungleichung ist eine Fallunterscheidung vorzunehmen: 

1. Fall: x -1 > 0 <-> x>1 ->|x-l| = x-1 

x-1 <2 |+1 

x < 3 

Alle x mit 1 < x < 3 genügen also der Ungleichung. 

2. Fall: x-1<0 +» x<1 — > |x -l| = -(x -1) = 1-x 

1-x < 2 |-1 (-1) 

xä-1 

In diesem Fall stellen also alle x mit -1 < x < 1 die Lösung der Ungleichung dar. Führen wir 
die Ergebnisse beider Fälle zusammen, so erhalten wir als Endresultat -1 < x < 3. 

Ganz allgemein können wir festhalten, dass |x — a| < e von allen x erfüllt wird, die von a 
einen geringeren Abstand als e haben, d.h. von allen x mit a - e < x < a + e. 



3.4 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen 

Wie die Erfahrung zeigt, liegen die größten Schwierigkeiten von Studienbeginnern 
im Umgang mit Potenzen, Wurzeln und Logarithmen und dem Lösen von Glei- 
chungen, die solche beinhalten. Wir behandeln diese Themengebiete dementspre- 
chend ausführlich. 

3.4.1 Potenzen mit natürlichen Exponenten 

Unter einer Potenz mit einem natürlichen Exponenten verstehen wir das Produkt 
a • a • a • ... • a aus n gleichen Faktoren mit neN. Formal gilt 

a ■ a • ... • a = a" , (1.77) 

n Faktoren 

wobei a als Basis und n als Exponent bezeichnet wird. Wir sprechen "a hoch n". 
Aus (1.77) folgt direkt a 1 = a. 

Besitzt eine Potenz eine negative Basis, so ist ihr Ergebnis bei geradem Exponen- 
ten positiv. Ist der Exponent hingegen ungerade, so ist es negativ. Beim Umgang 
mit Potenzen ist außerdem wichtig, genau auf die Basis zu achten. So besteht ein 
Unterschied zwischen -a" und (-a)" und außerdem zwischen ab" und (ab)". 

Beispiele: 

1 . 0 " = 0 , 1 " = 1 

2. (2x)' = 2x 

3. (— 3) 3 = (— 3)(— 3)(— 3) = -27, (~3) 4 = (-3)(-3)(-3){-3) = 81 

4. (— 2) 2 = (— 2)(— 2) = 4 vs. -2 2 = -(2 2 ) = -(2 2) = -4 
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Für den Umgang mit Potenzen existieren eine Reihe wichtiger Rechenregeln. Be- 
ginnen wir mit der Addition und Subtraktion von Potenzen, dürfen wir Potenzen 
nur dann zusammengefasst werden, wenn sie sowohl in der Basis als auch im Ex- 
ponenten übereinstimmen. Ausdrücke wie a"' ±a" oder a"’±b'", bei cienen nur 
Basis oder Exponent übereinstimmen, und auch solche, bei denen sowohl Basis als 
auch Exponent verschieden sind (a"'±b n ), können also nicht zusammengefasst 
werden. 

Beispiele: 

1. 4x 2 +3x 2 =7x 2 

2. ax" -bx" = (a-b)x" 

Bei der Multiplikation und Division von Potenzen ist eine Zusammenfassung 
nur dann zulässig, wenn entweder die Exponenten oder die Basen der betroffenen 
Potenzen übereinstimmen. Betrachten wir zwei Potenzen mit unterschiedlichen Ha- 
sen und gleichen Exponenten, so gilt 

a"b" = a a ■ ... -a ■ b - b ... • b = (ab) - (ab) • ...-(ab) = (ab)" (1.78) 

^ 'V J 41 V ^ ^ V* ' 

nKatcioien n Faktoren n Produkte ab 

ableiten. Es sind also lediglich die beiden Basen zu multiplizieren und der gemein- 
same Exponent ist beizubehalten. Umgekehrt kann (1.78) auch dahingehend inter- 
pretiert werden, dass ein Produkt potenziert wird, indem wir jeden Faktor poten- 
zieren und die so entstehenden Potenzen multiplizieren. 

Beispiele: 

1. 2 2 7 2 = (2 • 7) 2 = 14 2 

2. 9x 2 y 2 = 3 2 x 2 y 2 = (3xy) 2 

3. x 2 x 2 =(x 2 ) 2 

4. (y - l) 5 (y + 1) 5 = ((y - l)(y + 1)) 5 = (y 2 - 1) 5 

5. (— 2y) 3 = -8y 3 



Dividieren wir Potenzen mit unterschiedlichen Hasen und gleichen Exponenten, so 
erhalten wir bei b * 0 

a" _ a • a • ... • a _ a a a 
bb...-b ~ b ' b b 

n Ikiktorcn 

Es sind also lediglich die Basen zu dividieren und der gemeinsame Exponent ist 
beizubehalten. Auch hier können wir analog zu (1.78) eine Interpretation der Glei- 
chung von rechts nach links vornehmen. Ein Bruch wird also potenziert, indem wir 
Zähler und Nenner potenzieren und die resultierenden Potenzen durcheinander di- 
vidieren. 



a 

,b 



(1.79) 
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Beispiele: 

16x 2 y 2 4Vy 2 (4xy) 2 _ | 4xy f 
9 3 2 3 2 i 3 J 

? f(x-1)f _ (x-1) 2 x 2 -2x + 1 

1 -x J (-x) 2 x 2 

Muliiplizieren wir Potenzen mit gleicher Basis und unterschiedlichen Exponenten, 
so ergibt sich 

a n a"' = a • a • ... • a • aa-...-a = a-a-...-a = a"* m . (1.80) 

n Faktoren in Faktoren n+m Faktoren 

Bei gleicher Basis erfolgt die Multiplikation von Potenzen also durch Addition der 
Exponenten bei Beibehaltung der gemeinsamen Basis. Insbesondere bei der Bil- 
dung eines gemeinsamen Hauptnenners in der Bruchrechnung ist es sinnvoll diese 
Regel in der Form a" = a n ‘ k a h zu schreiben. 

Beispiele: 

1 . x"x = x" - ' , x" ’x = X" , X V = x n,n = x 2n 

2. x 2y x* = x 2y '* 

3. v'°'"(v ,0 "'-v 3 ) = v 20 -v' 3 ' n 

4. (x -I) 4 =(x-1)’(x-1) 3 =(x-1) 2 (x — I) 2 

2 3 4 2b 8 +3aV+4a'° 

a' 0 + aV + b 8 = a'V 

1 z*-1 z z 3 -(z 2 -1) + z z 2 2z 3 - z 2 + 1 

* 2 n_2 z"* 1 Z n1 Z 1 " 1 z"* 1 



Dividieren wir Potenzen mit gleicher Basis und unterschiedlichen Exponenten, 
können wir bei a * 0 im Ausdruck 

n Paktoren 

a -a - ...-a 
a -a - ...-a 

m Faktoren 




bei n > in genau m Faktoren a kürzen, sodass im Zähler n - m Faktoren a (bzw. 
a"“ 1 ") verbleiben und im Nenner der Wert 1 steht. Dies führt zur allgemeinen Regel 



— = a"- m für n > m . 
a 



(1.81) 



Ergebnis ist also eine Potenz mit natürlichem Exponenten. Ist in = n, so lassen sich 
alle Faktoren a kürzen, und wir erhalten als Ergebnis Eins. 




für n = m 



(1.82) 
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Ist n < m , so bleiben nach dem Kürzen im Nenner m - n Faktoren a übrig. Da im 
Zähler der Wert 1 verbleibt gilt also 

a n 1 

— = für n < m . (1.83) 

a m a 

Aufgrund dieses speziellen Falls werden wir im Abschnitt I 3.4.2 unsere Potenz- 
definition erweitern, um eine alternative Schreibweise für (1.83) zu erhalten (Potenz 
a"’ ro mit negativem Exponenten). 



Beispiele: 



1. 


3x 5 

x 2 


34 = 3x 6 2 = 3x 3 

X 




4. 


„n.l 

“ n (n.1Hn-4> _ 6 

a" 4 - a " a 


2. 


4xy 2 

f 


V 2 

= 4x Z— = 4x -1 = 4x 

y 




5. 


b“ ' 1 1 

[jk.3 b(k.3)-(k-t) ^4 


3. 


2a 3 b 2 


. 2,_L 


2a ? 


6. 


x 3 +3x 2 -5x x 3 3x 2 


5ab 4 


5 a b 4 5 b 2 


5b 2 


x 2 x 2 + x 2 



Potenzieren wir eine Potenz, so gilt 

(a" )'" = a" -a" •■■■•a" = a n+n+ ' = a mn . (1.84) 

m Faktoren 

Es also die Basis beizubehalten und ein neuer Exponent zu verwenden, der sich 
aus dem Produkt des alten und des zusätzlichen Exponenten ergibt. 

Beispiele: 

1. (x 2 ) 4 = x 24 = x 8 

2. (3y 3 ) 2 = (3) 2 - (y 3 ) 2 = 9 y 32 = 9y 6 

3. (- X '') 2 =(-I) 2 .{x y ) 2 =1x y2 = x 2y 



3.4.2 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten 

Da wir in Abschnitt 3-4.1 Potenzen nur für natürliche Exponenten definiert hatten, 
waren wir gezwungen bei der Division von Potenzen mit gleichen Basen und un- 
terschiedlichen Exponenten die drei Fälle (1.81) bis (1.83) zu definieren. Durch eine 
Erweiterung der Potenzdefinition auf ganzzahlige Exponenten (ne Z ) können wir 
erreichen, dass (1.81) in allen drei Fällen n > m, n = m und n < m gilt. Damit (1.81) 
auch im Fall n = m das richtige Ergebnis liefert, muss offensichtlich die Beziehung 

a° = 1 (1.85) 

gelten. Damit (1.81) auch für n < m das richtige Ergebnis liefert, muss 

a'"=— (1.86) 

a" 

gelten. Wir haben damit auch Potenzen mit negativen Exponenten definiert. Die 
behandelten Potenzrechenregeln besitzen für diese unveränderte Gültigkeit. 
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Beispiele: 

1. x < x- , = x 4 *«- ,, =x 3 

2. 2L = x M ' 3) = x 6 alternativ: -L = x H ' 3) = x 3 = x 3 ■ x 3 = x 3 ' 3 = x 6 

x 3 x 3 x 



3. 3y 3 x' 3 = 3(xy)~ 3 =3 



1 



(xy) 3 (xy) 3 



4. 



5. 



(2ab) * _1 ( 2 ab) 3 _1 / ^. 8 _ 1 , 0 ^ v . 1 1 

c-(4a 2 b 2 ) c (2ab) 2 c 



= — ■ (2ab) "=-■ (2ab) 8 = — • 

- c c (2ab) c (2ab) 



V., i f 




Vx’f 


[l x fJ . 


-y y = 


x 4 J 



NM -y ” , =[<x-’- H ') 3 J , -y 0 =[ ( x 3 ) 3 ]' , -1 

\ A ) 



1 X 9 1-X 9 



= x ^«-V_i = x -»_1 = _L_1 = _L_^_ = 



X" X 3 



6 . 



= x »-b . y »-1 . z 4-2 = X 0 , y a-. , Z 2 = y .-l z * 



3.4.3 Potenzen mit gebrochenen Exponenten (Wurzeln) 

Die Auflösung von Gleichungen des Typs a" = I) nach der Unbekannten a führt 
zum Begriff der n-ten Wurzel der Größe b. Für b > 0 ist die n-te Wurzel von b de- 
finiert als diejenige u ich /negative 7a bl a, deren n-te Potenz b ergibt. Die Auflösung 
von a" = b nach a liefert also (b > 0 vorausgesetzt) die nichtnegative Zahl a = v b . 
Formal gilt damit 

a" = b <-» a = </b. (1.87) 

b bezeichnen wir als Radikal// und n als Wurzelexponent. Aus (1.87) können wir 
für jedes b > 0 ableiten, dass 

(</b)" = b (1.88) 

gilt. Das Wurzelziehen (oder Radizieren) ist also eine Umkehrung des Potenzierens, 
nämlich die Auflösung nach der Basis. Eine Auflösung der Gleichung a" = b nach 
dem Exponenten n heißt Logarithmieren. Dies ist Thema von Abschnitt I 3-4.4. 

Es können aufgrund der Verbindung zur Potenzierung zunächst folgende Eigen- 
schaften von Wurzeln aufgeführt werden: (/I = 1 da 1" = 1 , yfÖ = 0 da () n = 0 und 
i/h = b da b 1 = b . Dk _,sog. Quadratwurzel wird abgekürzt als -Jb geschrie- 
b en. E s gilt zudem vir =|b| , da b’ auch bei negativem b positiv ist. Analog gilt 

W" =|b|. 

Beispiele: 

1. V9 =3 

Wir beantworten mit der Berechnung des Wurzelwertes die Frage, welche nichtnegati- 
ve Zahl quadriert 9 ergibt. Dies gilt für die Zahl 3. Der Term VÜ = 3 ist also eindeutig 
und stets positiv. Die Gleichung x 2 = 9 hingegen besitzt die zwei Lösungen 3 und -3, 
da sowohl 3 Z = 9 als auch (-3) 2 = 9 gilt. Es ist also zwischen Wurzelwert und Glei- 
chungslösung zu unterscheiden. 
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2. iPE T 

In diesem Fall existiert keine Lösung, da der Wert unter der Wurzel gemäß unserer 
vorhergehenden Definition nicht negativ sein darf. 



In den vorhergehenden Abschnitten 1 3.4.1 und I 3.4.2 wurden Potenzen mit ganz- 
zahligen Exponenten behandelt. Eine weitere Erweiterung auf gebrochene Expo- 
nenten mit n # 0 und n e Q , ist zulässig, da auch dabei alle behandelten Re- 
chenregeln für Potenzen weiterhin Sinn ergeben. So gilt etwa (a" )" =a"" =a' = a. 
Vergleichen wir dieses Beispiel mit (1.88), so erkennen wir, dass für a > 0 der Aus- 
druck a" gerade \/ä und für a < 0 der Ausdruck a" nicht definiert ist. Analog gilt 
(a“) n = a " " = a m , d.h. a* entspricht W" . 



■<r = ^ sofern a > 0 


(1.89) 


a" = y/ü sofern a > 0 


(1.90) 


Für negative gebrochene Exponenten gilt 




— 1 

a " = —f= sofern a ä 0 . 


(1.91) 



Va 1 



Zusammenfassend können wir also festhalten, dass Wurzeln nichts anderes als eine 
alternative Schreibweise für Potenzen mit gebrochenen Exponenten darstellen. Aus 
diesem Grund sind die Rechenregeln für Potenzen auch auf Wurzeln übertragbar. 



Beispiele: 




2 . 



3x 1 = 3 



J_ = _3_ 



3. 

4. 



#rrv)=(x+y) < 




Genau genommen müssten wir die Rechenregeln für Wurzeln nicht separat auffüh- 
ren, da jede Wurzel in eine Potenzdarstellung gebracht und darauf die behandelten 
Potenzregeln angewendet werden können. Der Vollständigkeit halber und um die 
in der Literatur zu findenden Wurzelregeln zu erklären, wollen wir diese im Fol- 
genden dennoch kurz behandeln. 

Die Zusammenfassung von durch Addition und Subtraktion verknüpften Wur- 
zeln ist nur möglich, wenn sowohl Radikant als auch Wurzelexponent überein- 
stimmen. 



Beispiel: 

^/(x-1) 3 +^(x-1) 3 = 2 - ^/( x — I) 3 



Die Multiplikation und Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten er- 
folgt analog zu (1.78) und (1.79) wie folgt: 



sfä - Vb = ^/äb 



\fh 



denn es gilt a" ■ Ir = (ab)" 



denn es gilt 





44 



I Allgemeine Grundlagen 



Beispiele: 

1. ^(x 3 - 1)-7x => /(x 3 - 1)x = \Jx* —x 



2 77 „nr 

?/(x-1) 2 ((X-1) 2 ) 1 (x-1)4 VÖ^i) VX-1 

3. Ausklammern von x 2 : 

■Jx ! +xY = Vx 2 (i+y 2 ) =7x*7i+y 2 =|x|>/i+y ? 

4. c unter die Wurzel bringen: 




5. "Rationalmachen" (Elimination von Wurzeln im Nenner) von Brüchen: 
8 8(75 + 77) _8(V5+V7) 

75 -77 (75-T7)(75 + T7) 5-7 



= -4(75 + 77) 



Die Multiplikation und Division von Wurzeln mit gleichen Radikanten geschieht 
analog zu (1.80) und (1.81) wie folgt: 



, J: u 

denn es gilt a'"a'' = a" 1 " 

JL 

.. a” x._a 
denn es gilt — = a " " 

Va M a" 

Eine vorherige Umformung in die Potenzschreibweise kann in diesen Fällen Be- 
rechnungen erheblich erleichtern. 



77-7^ = "’Tä^ 



n+m-q 



_ ut;^,j|vn-ni‘(| 



Beispiele: 

1. 7(x - 2) • V(x - 2) = (x - 2)- • (x - 2)* = (x - 2 ) h = (x - 2)* = 7(x - 2) 5 



2 . 



727x 3 7(3x) 3 (3x)‘ 

7(3x7 " (3X) 1 (3 x) ! 



= (3x) H =(3x)” ='73x 



Wenden wir (1.84) auf n-te Wurzeln an, so erhalten wir für mehrfaches Radizie- 
ren die folgende Regel: 

77a = "’7ä = 77^ denn es gilt (a" )" = a“ 

Beispiel: 

72-774 = 72'74 =7’72^= 2 72 l3 l 3 = 2 7^ r = 2-=2-= , 72 7 
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3.4.4 Logarithmen 

Hei Auflösung von Gleichungen des Typs a" = b (mit a, b > 0) nach dem Exponen- 
ten n kommen sog. Logarithmen zum Einsatz. Denjenigen Exponenten n, mit dem 
man die Basis a potenzieren muss, um b zu erhalten, nennt man Logarithmus von 
b zur Basis a, und schreibt n = log, b. Formal gilt also 

a" = b n = log., b . (1.92) 



Beispiele: 

1. 3 n = 9 <-» log 3 9 = 2 

Der Logarithmus beantwortet also hier die Frage, mit welchem Wert n die Zahl 3 po- 
tenziert werden muss, um 9 zu erhalten. Dies ist in diesem Fall 2, da 3 2 = 9. 

2. log4 64 = 3, da 4 3 = 64 

Insbesondere in wirtschaftswissenschaftlichen Anwendungen treten häufig der 
Logarithmus zur Basis 10 und der Logarithmus zur Basis der Euler'schen Zahl 
e = 2,7182818... auf. Ersterer wird als dekadischer Logarithmus bezeichnet und 
durch log,,, b = log b dargestellt. Der Logarithmus zur Basis e, der sog. natürliche 
Logarithmus, entspricht log,, b = ln b. 

Charakteristisch für jeden Logarithmus von b zur Basis a sind die Beziehungen 

a ,ufcl ’ = b (1.93) 

log ,(a n ) = n , (1.94) 

die uns insbesondere beim Lösen von Gleichungen, die Logarithmen beinhalten, 
nützlich sein werden. Diese charakteristischen Beziehungen nehmen für den deka- 
dischen und den natürlichen Logarithmus die folgende Gestalt an: 

10 lo * b = b log 10" = n (1.95) 

e Inb = b Ine" = n (1.96) 

Beim Umgang mit Logarithmen gilt eine Reihe von Rechenregeln, die unmittelbar 
aus denen für Potenzen entstehen. Wollen wir z.B. den Logarithmus eines Produk- 
tes zweier Faktoren u und v zur Basis a, also log, (uv) bestimmen, so können wir 
dies durch Summation der Logarithmen der einzelnen Faktoren tun. 

log,, (uv) = log, u + log,, v (.1.97) 

Analog erhalten wir auch den Logarithmus eines Quotienten als 

log , M = log,, u — log., v . (1.98) 



Beispiele: 

1. In(5x) = In 5 -t- In x 



(3 

2. In - =ln3-ln4 = -0, 28768... 
4 ) 
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(1.97) gilt auch für eine beliebige Anzahl n von Faktoren, d.h. 

n 

log„(u,u,...u n ) = log, u, + log., u , + ... + log,, u„ = £ log, u k . 

k=l 

Sind alle u t = u, so erhalten wir 

log, u" = n • log, u , (1.99) 

was besagt, dass ein Exponent "vor den Logarithmus gezogen" werden darf. (1.99) 
gilt nicht nur für natürliche, sondern auch für ganzzahlige und gebrochene Expo- 
nenten, sodass auch gilt: 

= log, u' 1 = - log,, u 
log,, (Vü) = log,, u" = 7 - log,, u 




Beispiele: 

1. In(x 2 ) = 2-lnx 

2. In (n/4x ) = In((4x)") = -ln(4x) = -(ln4 + lnx) 

3 3 



Ein Logarithmus zu einer beliebigen Basis a kann jederzeit mittels dekadischer 
oder natürlicher Logarithmen berechnet werden. Dabei machen wir uns (1.92) und 
die vorhergehend behandelten Rechenregeln zu Nutze: Nach (1.92) gilt 

a" = b , 

woraus nach Logarithmierung 

n ■ loga = log b bzw. n = — 

loga 

resultiert. Da die gleiche Berechnung auch mit dem natürlichen Logarithmus erfol- 
gen kann, können wir für die Auflösung einer Gleichung a" = b nach n 

log b _ ln b 
Ina 



a" = b n = ■ 



loga 



( 1 . 100 ) 



festhalten. Da nun gerade n = log, b ist, erkennen wir daran auch, dass wir log, b 
wie folgt aus dekadischen oder natürlichen Logarithmen berechnen können: 



, , log b ln b 

log a b = -2- = — 
log a Ina 



( 1 . 101 ) 



Beispiel: 



3' = 7 h 



x 'og 7 

log 3 



= fl- = 1,771 2437... 
In3 
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3.5 Weitere Gleichungstypen 

In diesem letzten Grundlagenabschnitt setzen wir die unter Abschnitt I 3-1-5 be- 
gonnene Behandlung von Äquivalenzumformungen in linearen Gleichungen fort. 
Darüber hinaus erweitern wir das in der Wirtschaftsmathematik notwendige Spekt- 
rum von Gleichungen auch auf quadratische Gleichungen. Den Wurzel- und I.oga- 
rithmusgleichungen sowie speziellen Produkt- und Quotientengleichungen widmen 
wir außerdem separate Abschnitte. 

3.5.1 Weitere äquivalente Umformungen 

Neben den in Kapitel I 3.1.5 beschriebenen Umformungsregeln für Gleichungen, 
können nach Behandlung von Potenzen, Wurzeln und Logarithmen weitere Mög- 
lichkeiten iiquivaltener Umformungen angeführt werden. So dürfen etwa beide Sei- 
len einer Gleichung zur selben Basis a mit a * 1 potenziert werden. Umgekehrt sind 
damit die Exponenten zweier Potenzen mit gleicher positiver Basis a mit a * I 
identisch. Formal gilt also 

T,=T, <-> a Tl =a T ' für a > 0, a * I (1.102) 



Beispiele: 

1 . Auflösung einer einfachen Basisgleichung: 

6 " 5 - 6 i3, =0 |+ 6 4 3 * 

6 = 6 4 

Da (1.102) gilt, dürfen bei gleicher Basis beide Exponenten gleichgesetzt werden: 

-x + 5 = 4-3x 
x = -0, 5 

2. Auflösung einer einfachen Logarithmusgleichung: 

In x + 2 • In 2 = 4 
Inx + In2 2 = 4 |e 

glnx.ln4 _ g4 

e" l4:< = e 4 
4x = e 4 | : 4 
x = 13,65 

Wie aus dieser Gleichung ersichtlich ist, kann Regel (1.102) besonders gut zur Elimina- 
tion von Logarithmen in Gleichungen eingesetzt werden. Dabei ist jedoch zu beachten, 
dass grundsätzlich die gesamte Gleichungsseite (vgl. Zeile 3 obiger Auflösung) als Ex- 
ponent gesetzt werden muss und nicht etwa e ln * + e' n4 = e 4 geschrieben werden darf. 

Es sei außerdem angemerkt, dass wir in diesem Abschnitt zunächst die mit Logarith- 
mus- und Wurzelgleichungen verbundene Definitionsbereichsproblematik vernachläs- 
sigen. Wir widmen diesen speziellen Gleichungstypen die separaten Abschnitte I 3.5.3 
und I 3.5.4. 
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Neben dem Selzen einer gemeinsamen Basis ist auch ein Potenzieren beider Glei- 
chungsseiten mit demselben ungeraden Exponenten zulässig. Es gilt damit 

T, =T, <H> T," = T," . (1.103) 

Da n auch ein Bruch sein darf, schließt Regel (1.103) auch das Ziehen der n-ten 
Wurzel auf beiden Gleichungsseiten ein. 

T,=T, <4 \=^, (1.104) 



Beispiele: 

1 . Auflösung einer Wurzelgleichung: 

^5 + 4 = 16 |-4 | 3 

5) 3 = 12 3 

((x-5) ,/3 ) 3 =1728 

x -5 = 1728 |+5 

x = 1733 

2. Auflösung einer Polenzgleichung: 

(x + 5) 9 =512 | \T bzw. hoch 1 

^/(x-5) 9 = i/512 
«x-5) 9 )5=2 

x -5 = 2 |+5 

x = 7 

Ist der Exponent in (1.103) bzw. (1.104) gerade, so liegen keine äquivalenten Um- 
formungen vor. So besitzt die Gleichung x - 2 = 2 die eindeutige Lösung x = 4. 
Quadrieren wir beide Seiten jedoch, so erhalten wir (x - 1) ! = 4, was deutlich er- 
kennbar die beiden Lösungen x, = 0 und \ 1 = 4 liefert. Um also Potenzieren und 
Radizieren auch bei geradem n zur Gleichungsumformung nutzen zu können, müs- 
sen wir beachten, dass beim Potenzieren mit geradem n Vorzeichen verloren gehen 
und beim Radizieren mit geradem n aus T," = T," zwei Gleichungen, nämlich 
T, = 'I\ oder T, =-T, entstehen können, 

T," = T," +4 T, =T, v •(', = -T, (1.105) 



Beispiel: 

(x -2) 4 = 65536 \f <4 X-2 = 16 v x-2=-16 

x = 18 v x =-14 

Gilt T, > 0 und T, > 0, so ist für ein positives a (a * 1) Logarithmieren beider Glei- 
chungsseiten eine weitere äquivalente Umformung. 

T, = T, <4 log., T, = log., T, für T,,T, > 0 und ae R*\ |ll 



(1.106) 
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Beispiele: 

1 . Auflösung einer einfachen Exponentialgleichung: 

e* 2 = 1 | In 

Ine’ 2 = In 1 
x -2 = 0 |+2 

x = 2 

2. Auflösung einer einfachen Basisgleichung: 



2* =4 


I log 


log2 x = log 4 




xlog2 = log4 


|: log 2 


x = 2 





3.5.2 Quadratische Gleichungen 

Während lineare Gleichungen dadurch charakterisiert sind, dass man sie durch 
äquivalente Umformungen in die Form ax + b = 0 bringen kann und damit nur 
eine Lösung besitzen, verstehen wir unter einer quadratischen Gleichung eine sol- 
che, die sich durch äquivalente Umformung als 

ax J +bx+c=0 mit a * 0 (1.107) 

darstellen lässt. Es muss dabei a * 0 gelten, da andernfalls keine quadratische 
Gleichung, sondern eine lineare vorliegt. 

Die Bestimmung der zwei Lösungen von Gleichungen dieses Typs erfolgt mit Hilfe 
der Lösungsformel 

x _ b _ y/T) jjju D = b J -4ac. ( 1 . 108 ) 

2a 

Gilt für die sog. Diskriminante D > 0, so besitzt die Gleichung 2 Lösungen. Im Fal- 
le D = 0 ergibt sich eine einzige und bei D < 0 keine Lösung. 



Beispiele: 

1. 3x 2 -4x = -5 |+5 



2 . 



3x 2 -4x + 5 = 0 

_ ~(-4)±7(-4) 2 -4-3-5 _ 4 + >/^44 
X,z 2-3 6 

D < 0 -+ keine Lösung 
x 2 + 16x + 20 = 0 



_ -16±V(16) 2 -4-1-20 _ -16±VT76 
X ' 2_ 2-1 ~ 2 

-16W176 -16-Vi76 ._ 6M 

n * o 
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Die Lösungsformel (1.108) kann auch bei sog. biquadratischen Gleichungen an- 
gewendet werden. Diese sind wie folgt aufgebaut: 

ax ' + bx" + c = 0 

Zur Lösung derartiger Gleichungen wird das sog. Substitutionsverfahren herange- 
zogen. Das folgende Beispiel veranschaulicht die dabei nötige Vorgehensweise. 

Beispiel: 

x 4 -5x 2 + 2 = 0 

1. Schritt: Wir setzen x 2 = z und x 4 = z 2 (Substitution) und erhalten damit die quadrati- 

sche Gleichung z 2 - 5z + 2 = 0 . 

2. Schritt: Lösen dieser Gleichung mit Lösungsformel (1.108) 

_ -(-5)±V(-5) 2 -4 1-2 z, = 4,56 

Z,2_ 2-1 z 2 = 0,44 

3. Schritt: Resubstitution 

x 2 = z -» x 2 = 4,56 -» X, j = ±V^56 
x 2 = 0, 44 —» x 3 4 = ±yjÖÄ4 

Liegt zunächst keine quadratische Gleichung vor, kann versucht werden, durch 
Ausklammcrn eine solche zu „generieren“. 

Beispiel: 

3x 5 +3x 4 -6x 3 = 0 
3x 3 (x 2 + x - 2) = 0 

Es gilt nun aufgrund von (1.34), dass dieses Produkt nur dann gleich Null ist, wenn entwe- 
der 3x 3 = 0 oder x 2 + 2x + 4 = 0 erfüllt ist. Als Lösung erhalten wir daher folgendes: 

3x 3 = 0 v x 2 + x-2 = 0 
x = 0 v x = -2vx = 1 

Ist b oder c in einer quadratischen Gleichung gleich Null, so vereinfacht sich die 
Lösung erheblich. Ist b = 0 ergibt sich 

ax 2 + c = 0 -4 x u = 

Auch hier erhalten wir zwei Lösungen, wenn der Term unter der Wurzel positiv ist, 
eine Lösung, wenn er gleich Null ist, und keine, wenn er negativ ist. 

Beispiel: 

-2x 2 +8 = 0 




.2 



-8 :(- 2 ) 



Mit Lösungsformel : 
-8 , n 
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Ist c = 0, erhalten wir 

ax’ + bx = x(ax + b) = 0 — > x,=0 und x,= — . 

a 



Beispiel: 

4x 2 +2x = 0 
x(4x + 2) = 0 

x=0v4x + 2 = 0 
x = 0 v x = -0, 5 



Mit Lösungsformel : 

-2 

x, =0 und x 2 = - = -0,5 



Quadratische Gleichungen werden auch als Gleichungen oder Polynome 2. Grades 
bezeichnet, da die höchste Potenz den Exponenten 2 besitzt. Gleichungen (Poly- 
nome) höheren Grades, d.h. des Typs 

a n x" +a n _,x n ' 1 +... + a,x +a 0 =0 mit ne N, a n *0, 
heißen Polynome n-ten Grades. Dabei sind die ai die Koeffizienten des Polynoms. 
Derartige Gleichungen können für n > 3 nur schwer und ab n = 5 überhaupt nicht 
mehr mit elementaren Berechnungsformeln eindeutig gelöst werden. Es wird daher 
in der Regel auf geeignete Näherungsverfahren zurückgegriffen. Eines dieser 
Verfahren (Newton-Verfahren) werden wir in Kapitel III noch näher betrachten. 

3.5.3 Wurzelgleichungen 

Wurzelgleichungen weisen die gesuchte Variable unter einer Wurzel auf. Im 7-uge 
des Lösungsvorganges ist es daher erforderlich die Wurzel durch Potenzieren zu 
beseitigen. Im Falle eines ungeraden Wurzelexponenten stellt dies kein Problem 
dar. Bei geradem Wurzelexponenten jedoch sind nichtäquivalente Umformungen 
erforderlich. Dies hat zur Folge, dass die gefundenen Lösungen daraufhin überprüft 
werden müssen ob sie die Ursprungsgleichung erfüllen. Eine notwendige Bedin- 
gung dafür ist, dass sie im Definitionsbereich der Wurzel liegen. 

Beispiele: 

i. v/5rü+Vx= 7 

Gemäß der ersten Wurzel darf x niemals einen Wert annehmen, der kleiner als 1 ist, 
da der Wert unter der ersten Quadratwurzel (n = 2, d.h. gerade) sonst negativ wäre. 
Bei Betrachtung der zweiten Quadratwurzel gilt dem enstprechend, dass x nicht kleiner 
als 0 werden darf. Nur wenn x innerhalb dieses Definitonsbereiches liegt, ergibt die 
Wurzel einen sinnvollen Wert. Im hier vorliegenden Fall ergeben sich die Bereiche 

D, = {x| x > 1} und D 2 = {x| x > 0] , 

die zum Definitionsbereich der gesamten Gleichung 

Dgosam, ={x|x>l} 

führen. Mit diesen Vorüberlegungen können wir nun die Gleichung lösen: 




52 



I Allgemeine Grundlagen 



V^1 + v^ = 7 | 2 

(Vx^1+Vx) 2 =7 2 
(x/iT^I) 2 + 2 • ■ Vx + (>/x)* = 49 

x-1 + 2-Vx-1-'/x + x = 49 |-2x + 1 

2-Vx-l-Vx =-2x + 50 |:2 

V(X-1)X = -x +25 
Vx 2 -x =-x+25 | 2 

x 2 - x = (25 -x) 2 

x 2 - x = 25 2 - 2 • 25 • x + x 2 |+50x-x 2 

49x = 625 |: 49 

x = 12,76 

Im Zuge dieser Umformungen ist anfangs darauf zu achten, dass jeweils die gesamte 
Gleichungsseite und nicht etwa nur deren einzelne Terme zu quadrieren sind. Da es 
sich bei den durchgeführten Quadrierungen nun nicht um äquivalente Umformungen 
handelt (vgl. Abschnitt I 3.5.1 - Potenzierung mit geraden Exponenten), ist zudem zu 
prüfen, ob das resultierende Ergebnis x = 12,76 im Definitionsbereich der Gleichung 
liegt. Dies ist hier der Fall . A uch e in Einsetzen der Lösung in die vorliegende Aus- 
gangsgleichung >/l 76 — 1 + >/l2,76 =7 führt zu einer wahren Aussage (7 = 7), d.h. 
die gefundene Lösung erfüllt die Ausgangsgleichung. 

2. Vx^i = x-3 | 2 

x-1 = x 2 -6x+9 |-x 2 +6x-9 

-x 2 + 7x -10 = 0 

Die Anwendung der Lösungsformel (1.108) liefert Xi = 5 und X 2 = 2. Beide Werte liegen 
im Definitionsbereich D = {x | x > 1} der Wurzel. Ein Einsetzen von Xi in die Ausgangs- 
gleichung liefert eine wahre Aussage (2 = 2), wohingegen für x 2 eine falsche Aussage 
(1 = -1) resultiert. Demnach ist nur xi eine Lösung der Ausgangsgleichung. 



^120-Vx -5 = 0 


1+5 


^1 20- Vx =5 


1 3 


120-Vx =125 


|-120 |(-1) 


Vx =- 5 


I 5 


x = -3125 





Da hier der Wurzelexponent bei allen Operationen ungerade war, wurden nur äquiva- 
lente Umformungen durchgeführt. Eine Überprüfung des Ergebnisses ist daher nicht 
erforderlich. Zudem umfasst der Definitionsbereich der auftretenden Wurzeln alle rellen 
Zahlen R , d.h. es sind hier auch negative Radikanten zulässig. 

3.5.4 Logarithmusgleichungen 

Bei Logarithmusgleichungen handelt es sich um Gleichungen, bei denen die ge- 
suchte Variable unter einem Logarithmus vorkommt. Gleichungen dieses Typs 
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werden durch Potenzierung zur Basis des vorkommenden Logarithmus gelöst. Die 
Kenntnis der Logarithmus- und Potenzgesetze sind also hier essenziell. Auch hier 
entsteht wie bei den Wurzelgleichungen eine Definitionsbereichsproblematik, da 
der Logarithmus nur für positive Terme definiert ist. 

Beispiele: 

1. In5 = 4ln(y 2 ) 

Der hier vorkommende Logarithmus In (y 2 ) ist auch für negative y positiv, sodass er 
lediglich im Fall y = 0 nicht definiert ist. Der Definitionsbereich des Logarithmus und der 
Gleichung ist damit D = R \ {0}. Eine Auflösung der Gleichung liefert folgendes: 

In 5 = In (y 2 ) 4 |e 
5 = y 8 
y = ±tf5 
y = ±1,22 

Beide Werte liegen innerhalb des Definitionsbereiches und erfüllen die Ausgangsglei- 
chung, sind also Lösungen der Gleichung. 

2. 1 + logx = 2log(x — 1) |10 

Der erste Logarithmus ist nur für x > 0 der zweite für x > 1 definert. Dies ergibt als De- 
finitionsbereich der Gleichung D = {x | x > 1}. Die Gleichungsauflösung liefert folgen- 
des: 

-jgUlogx _ >| Q2log(x I) 

1 0' 1 0 ,o<,x =10 l ° a,,M) ’ 

lOx = (x — I) 2 |... 

x 2 -12x + 1 = 0 

Über (1.108) ergeben sich Xi = 11,92 und X 2 = 0,08. Nur Xi liegt innerhalb des Definiti- 
onsbereiches D und erfüllt zudem die Ausgangsgleichung, sodass nur Xt eine Lösung 
der Gleichung ist. 

2. logVx 2 + 1-1 = 0 |+1 

Hier ist zunächst zu untersuchen, für welche Werte die auftretende Wurzel definiert ist. 
Da der Term x 2 + 1 für jedes reelle x positiv ist, ist die Wurzel für ganz R definiert. Da 
der Wurzelterm damit die für den Logarithmus notwendigen Voraussetzungen erfüllt, 
ist auch dieser für ganz R definiert. Definitionsbereich der Gleichung ist damit R . 

logVx 2 +1 = 1 |10 

Vx 2 + 1 =10 | 2 

x 2 +1 = 100 |-1 

x 2 = 99 |/~ 

x u = ±V99 

Beide Ergebnisse liegen im Definitionsbereich und erfüllen die Ausgangsgleichung, 
sind also zulässige Lösungen. 
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3.5.5 Produkt- und Quotientengleichungen 

Besitzt eine Gleichung die Produktform 

T, ■ T, • ... • T„ = 0 , 

so gilt aufgrund von (1.34) für ihre Lösung 

T, =0 oder T, =0 oder ... oder T n = 0. 

Beispiel: 

Inx ■ (x 2 -4)-2x = 0 

Für die vier potenziellen Lösungen dieser Gleichung gilt folgendes: 
lnx = 0 v x 2 - 4 = 0 v 2x = 0 

x = 1 v x = ±2 v x = 0 

Da der Logarithmus jedoch für x = 0 nicht definiert ist, können nur x = 1 und x = ±2 als Lö- 
sungen der Gleichung betrachtet werden. 

Liegt die Quotientenform 

i = 0 mit T, * 0 
T, 

vor, so gilt nach (1.33) für die Lösung 

T,=0. 



Beispiel: 



= 0 



■h 1 3 
3x 2 + 5 
Vx- 3=0 
x = 3 



Da der Nenner nicht den Wert Null annehmen darf, muss diese Lösung noch überprüft 
werden. Wir erhalten 3 • 3 2 + 5 = 32 * 0 . Somit ist x = 3 eine gültige Lösung. 




Aufgaben 



Aussagenlogik 

Aufgabe 1-1 

Geben Sie für folgende Aussagenkombinationen an, ob die Aussage A jeweils not- 
wendig und/oder hinreichend für die Aussage H ist! 

a) A:"x = -3" 

B: " x- = 9 " 

b) A: "x ist gerade." 

B: " - = 7 " 

2 

c) A: " (x = 3) v (x =— 3) " 

B: " x 2 = 9 " 

d) A: "x ist eine ganze Zahl." 

B: "-e N 11 

4 

e) A: "det A *0" 

B: "A ' existiert.” 

0 A: " f'( X„ ) = 0 " 

B: "An der Stelle x„ liegt ein Extremwert vor." 

g) A: " x < 1 " 

B: "x 2 <1" 

h) A:"-eN" 

4 

B: "x 6 Z (ganze Zahlen)" 

i) A: "Fixe Kosten = 0" 

B: " Jc'(x) dx = C(x) " 

Da die Teilaufgaben e), f) und i) Inhalte der Kapitel III "Funktionen einer Variab- 
len" und VI "Lineare Algebra" beinhalten, sollten Sie deren Bearbeitung ggf. erst 
nach Lesen der entsprechenden Buchkapitel erwägen. 
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Mengenlehre 

Aufgabe 1-2 

Gegeben sind die Grundmenge Q. = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 81 und die zwei Teilmengen 
A = 11, 2, 3, 4, 5) und B = 12, 3, 5, 7, 81. Bestimmen Sie 

a) AnB b) AuB c.) AnB d) AnBnAnB. 



Aufgabe 1-3 



Gegeben sind die Mengen A = (1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10|, B = 12, 3, 4, 5, 61 und C 
= 16, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 131. Bestimmen Sie 



a) Au(BuC) 

b) Anilin C) 

c) Au(BnC) 

d) Anlllu C) 



e) Au(An B) 

f) A n (A u B) 

g) (A \ B) n B 

h) (A \ B) u B 



i) A\(Bn C) 

j) A\(Bu C). 



Arithmetik 



Aufgabe 1-4 

Multiplizieren Sie die Klammern in a) - e) aus und vereinfachen Sie so weit wie 
möglich! Klammern Sie außerdem in 0 und g) die gemeinsamen Faktoren aus! 



a) (2ax + 3by)| -a--b 



e) 



ip + i q+ i r (2p + 4q) 



b) (t, +t 2 + ... + t n )(x-y) 



c) 




x .y. 



(a-b) 



0 2x'-4xy + 8x 

g) Jabx.yf 

i»i 



d) (x + y)(2x - 4y) - (3x + y )(2x - y) 



Aufgabe 1-5 

Zerlegen Sie die Ausdrücke a), b), c) und d) mittels der binomischen Formeln und 
berechnen Sie e), 0 und g)! 

a) 4y 2 -9 

b) l-49x- 

c) 25v 2 w 2 + 2()vw + 4 

d) a 2 + Ir + c 2 + 2ab + 2ac + 2bc 



e) (4 - 2x )(4 + 2x) 

0 (a + b + c-d) 2 
g) (— 2 — x) 2 — (1 — x) 2 
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Aufgabe 1-6 

Vereinfachen bzw. kürzen Sie die Brüche a) - g) so weit wie möglich und fassen 
Sie die Brüche h) - n) jeweils zu einem einzigen zusammen! 



a) 


x-y 


f) 


1 axy' + bxy 


k) 


x-y 


y-x 




y-x 




xy a 2 - b 2 




8x 


l6y 


b) 


a 2 + a 


8) 


x 2 + 2xy + y 2 x 2 y 2 


1) 


(■d + h 


a + b 

-l- 


a 2 -1 


xz x 2 - y 2 


{ b 


T 

a 




2x - 2y 




, 1 




(, ^ 


1 ( 1 


c) 




h) 


1 


m) 


1 — 






ay - ax 




x-y 




V ■/■) 


1 V, z ; 


d) 


x 2 y - xy 2 




1 1 


n) 


( m 2n 'i m 


x 2 z - xz 2 




x-y x + y 


v2n 


m Y 


e) 


(t r) 2 


\\ 


1 5 ( 7s -9 5 








t" -r 2 


)' 


s - 1 1 + s s 2 - 1 1 - s 









+ 1 
b 



Aufgabe 1-7 

Lösen Sie folgende Gleichungen nach x auf: 

a) 3x -5(a -2(x + l)-l) + (a- 1)' = -(7a - x) 

. . x + 1 x + 6 

b) = 

5x + 2 5x - 4 

t ) 3x + 1 1 - x 1_ 

1 x - 2 3x -6 5x -10 



Aufgabe 1-8 

Stellen Sie die Ausdrücke a) - d) mittels Summenzeichen kompakt dar, schreiben 
Sie e) - f) in expliziter Form und berechnen Sie beide: 

a) x,y, +x,y,+... + x„y„ fi) ^ (-0* 

y, +y 2 +... + y„ ,t5 2' 

b) a„+a n+1 +... + a 2n 

c) 1 + 0 + 1 + 4 + ... + (n - l) 2 

d) v„w lk +v l2 w, k +... + v ln w nk 



f) 



n— 

w i + 1 



Aufgabe 1-9 

Geben Sie an, für welche x folgende Ungleichungen gelten: 



a) 2x + 8 < — 5x + 1 c) 

24 + x , . .. 

+ 1 < 4 d) 



1 



■ £ -0,5 



x - 2 
|2x-l|>|x-l| 



e) 



1 



x — 1 



2 

< 

x + 1 



b) 



x 




58 
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Aufgabe MO 

Vereinfachen Sie folgende Terme so weit wie möglich: 



x ntl -x-x-’ 


e) 


xy 2 z 3 

x 2 yV 




y 5 • 3y - y 


0 


r 3 (s 2 - 1 


! )r 


s 2 (s + t )r ' 


(b-a)'(a-br' 


8) 


( a 2 b n+l 1 




1 3e'- 2n J 


I 


((-y) in -r 


h) 


(y 2 "-' -2y-" +i + y-"’ 



Aufgabe Ml 

Fassen Sie a) - b) zu jeweils einem Bruch zusammen, beseitigen Sie die Brüche in 
c) - f) durch Formulierung in Potenzschreibweise, schreiben Sie g) - h) als Brüche 
und formen Sie i) - j) so um, dass keine negativen Exponenten auftreten! 



i) 







1_2 + 1 


} t 2 t 3 


V- / 


t t 




D 




C) Ä 


8> 


xy' 1 -(xy) 1 


d) x “ y 
y + x 


h) 


3(a“ n b n r 2 


Aufgabe 1-12 








n-2 



Formulieren Sie a) - c) als Wurzeln und d) - f) als Potenzen! Vereinfachen Sie g) - i) 
so weit wie möglich! 



a) 


-I 

a • 


d) \jx l yjx\fx* 


8> 


Vbc "v/äb •Via 


b) 


xy 2 ' 3 


e) 


h) 


Vx^-Vx 7 "* 3 


c) 


y- 


f) - 1- £ 
* > \ * \ 


i) 





s V r V s 



Aufgabe 1-13 

Für welche x sind die folgenden Wurzeln definiert: 
a) Va 2 - x' b) >/(x-2b) 2 c) ^/( ln x)' - 1 
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Aufgabe 1-14 

Berechnen Sie folgende Gleichungen: 



a) 


10 x 


= 5 2x+i 


b) 




Ix-- 3 + 5 = 0 


c) 


(x- 


-lr'+fx + i)- 1 = i 


d) 


e lnx 


■ x = X 


e) 


1 


^,ln3+3lnx __ ^Inx+In3 ^ 



0 lo gl (3x) - 1 = log,(x‘ ) 

g) 2*' = 5 • 2”' 

h) log s 0,5 = -1 

i) V^x -4 = 1 + V3x + 1 

j) Vx + 2 - Vx - 2 = ■■ , X + 1 ■■■ 

Vx + 2 

Hinweis: Nahezu alle Aufgaben sind so gestaltet, dass die Lösungen in die Definiti- 
onsbereiche der jeweiligen Logarithmen bzw. Wurzeln liegen. Lediglich bei den 
Aufgaben i) - j) sind die Lösungen auf ihre Gültigkeit zu prüfen. 




II Finanzmathematik 



ln der Finanzmathematik befassen wir uns mit Fragestellungen wie, welchen 
Wert ein heute oder in gewissen zeitlichen Abständen zinsbringend angelegtes 
Kapital in der Zukunft besitzt oder welcher Geldwert heute bzw. regelmäßig an- 
gelegt werden muss, damit in Zukunft eine bestimmte Auszahlung erhalten wird. 
Darüber hinaus interessieren wir uns dafür, wie aus einem gegebenen Anfangs- 
kapital regelmäßig wiederkehrende Auszahlungen vorgenommen werden kön- 
nen und wie die Tilgungsstruktur von Krediten bestimmt werden kann. Auch die 
aus den Steuergesetzen bekannten Abschreibungen für die technische bzw. 
wirtschaftliche Wertminderung von Wirtschaftsgütern werden mit dem finanzma- 
thematischen Intrumentarium analysiert und sind folglich ebenfalls Thema dieses 
Kapitels. 

Wesentliche Grundlage für die Darstellung des finanzmathematischen Formel- 
werks sind sog. Zahlenfolgen. Sie basieren auf speziellen Funktionen (Bildungs- 
gesetzen), die aus der Menge der natürlichen Zahlen die Glieder der Folge lie- 
fern. In der Finanzmathematik sind insbesondere die arithmetische und die geo- 
metrische Folge von Relevanz. So können etwa regelmäßige Einzahlungen auf 
ein Konto als Zahlenfolge aufgefasst werden. Werden die Glieder einer Folge 
aufsummiert, so erhält man sog. Reihe. Reihen finden daher überall dort Anwen- 
dung, wo Ein- und Auszahlungen auf Konten stattfinden, die verzinst oder abge- 
zinst werden. Kontostände stellen nämlich auch Zwischensummen dar, die in 
Abhängigkeit von den Zahlungszeitpunkten die Glieder einer Folge bilden. 





Folgen und Reihen 



ln diesem Teilabschnitt legen wir mit arithmetischen und geometrischen Folgen und Rei- 
hen das für die Finanzmathematik notwendige formale Fundament. Wir behandeln dabei 
unter 1.1 und 1.2 zunächst endliche Folgen und Reihen, dass heißt solche, deren Glieder 
abzählbar sind. Unter 1.3 gehen wir kurz auf spezielle unendliche Reihen ein. Wir werden 
dabei unter anderem sehen, dass die Euler'sche Zahl e aus einer unendlichen Reihe 
resuliert. 

1.1 Folgen 

1.1.1 Grundlagen 

Unter einer Folge [aj verstehen wir allgemein eine Funktion (ein Bildungsgesetz), 
die (das) jeder natürlichen Zahl n e N oder einer Teilmenge von N eine reelle 
Zahl a„ e IR zuordnet. Die reellen Zahlen a„ a it ..., a„ e R heißen die Gliederder 
Folge mit a„ als dem allgemeinen Glied. 

Beispiel: 

[a„] = n 2 + 5 für ne N 

Der Term n 2 + 5 stellt das sog. Bildungsgesetz dar. Aus ihm resultieren durch Einsetzen 
der Elemente des Definitionsbereichs (hier ne N ) die einzelnen Glieder der Folge, die in 
folgender Tabelle auszugsweise angegeben sind: 



a„ 


a. 


a 2 


a 3 


a 4 


a 5 


n 


1 


2 


3 


4 


5 


Wert 


I 2 + 5 =6 


2 2 + 5 =9 


3 2 + 5 =14 


4 2 + 5 =21 


5 2 + 5 =30 



Wird die Zahl n aus einer begrenzten Zahlenmenge (z.B. n e II; 2; 3; 4; 51) ge- 
wählt, so gilt die Folge als endlich. Andernfalls wird sie als unendlich bezeichnet. 
Anders als die Elemente einer Menge können sich die Glieder einer Folge beliebig 
oft wiederholen, wie folgendes Beispiel zeigt: 

Beispiel: 

[a„] = 0, 25 (n + (—1)" - n) für ne {1; 2; 3; 4; 5; 6} 

Die Glieder dieser Folge ergeben sich zu 0, 1 , 0, 2, 0, 3. 
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II Finanzmathematik 



Besitzt eine Folge die Eigenschaft, dass ihre Glieder einer festen Zahl cp immer nä- 
her kommen, wenn sich n einem Wert a nähert oder gegen unendlich geht, nen- 
nen wir sie konvergent (andernfalls divergent). Wir bezeichnen diese Zahl cp als 
Grenzwert der Folge und schreiben 

<p = lim [a ] bzw. cp = lim[a ]. 

n — HX n— »oo 



Beispiel: 

[a„] = — ^ für neN 

Betrachten wir die Glieder dieser Folge, stellen wir fest, dass je größer wir die Nummer n 
des Folgegliedes a„ wählen, a n der Zahl 1 immer näher kommt. 

0 1 2 4 1.000 100.000 

’ 2' 3’ 5 K001 100 .001 

0.999 0,99999 

Wir können also schreiben: 
n 

lim = 1 

n + 1 



Wie unsere bisherigen Beispiele zeigen, braucht eine Folge nicht unbedingt kon- 
vergent zu sein. Vielmehr sind Folgen in der Regel monoton wachsend, d.h. für je- 
des n gilt a„ < a„.„ oder monoton fallend, d.h. für jedes n gilt a n > a n „. 



1.1.2 Arithmetische Folgen 

Ist bei einer Folge die Differenz zweier aufeinander folgender Glieder konstant, 
d.h. stets gleich ein und der selben Zahl, so sprechen wir von einer arithmetischen 
Folge. Sie tritt auf, wenn regelmäßig eine Konstante addiert (bzw. subtrahiert = 
Addition negativer Konstante) wird. 



Beispiel: 



ai 


a 2 


a 3 


a 4 


a 5 


1 


2 


3 


4 


5 



Wie unschwer zu erkennen ist, ergeben sich die Glieder der Folge indem zum Vorgänger- 
glied stets 1 addiert wird (a n »i = a n + 1). Die Differenz von zwei aufeinander folgenden Glie- 
dern ist somit auch immer gleich 1 . Es liegt eine arithmetische Folge vor. 



Eine Folge ist also arithmetisch, wenn für sie 

d = a ntl -a n mit d = konstant für alle neN 
bzw. a„„ = a„ + d gilt. Die Glieder der Folge können wir daher schreiben als 



(II. 1) 
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Daraus ergibt sich zur Ermittlung einzelner Glieder einer arithmetischen Folge als 
Formel bzw. als Bildungsgesetz der arithmetischen Folge 

a„ =a, +(n— l)-d für alle ne N. (II. 2) 

Für d > 0 ist die Folge monoton wachsend, für d < 0 monoton fallend. 

Beispiele: 

1 . Fall d > 0: Ein Student eröffnet zum 01.01.2009 durch Einzahlung von 1.000 Euro ein 
Bankkonto. Am Anfang jedes Folgemonats zahlt er jeweils einen um 500 Euro erhöh- 
ten Betrag auf dieses Konto ein. Wie hoch ist die Einzahlung im November 2009? 

Es ergeben sich a„ = 1000 + (1 1 — 1) -500 = 6.000 Euro. 

2. Fall d < 0: Ein Anlagegut mit einer betriebsgewöhnlichen Nutzungsdauer von 4 Jahren 
und Anschaffungskosten von 40.000 Euro soll linear abgeschrieben werden, d.h. die in 
der Bilanz gebuchten Anschaffungskosten werden 4 Jahre lang jährlich um den glei- 
chen Betrag reduziert, bis ein Wert von Null erreicht wird. Die Anschaffung erfolgte 
zum 01.01.2004. Abgeschrieben wird jeweils zum 31.12. des Jahres. Wie hoch ist der 
Restbuchwert ( 83 ) zum 01.01.2006 (3. Nutzungsjahr)? 

Die Folge der Restbuchwerte ist arithmetisch mit d = - 40.000 / 4. Es ergibt sich somit 
a 3 = 40.000 + (3 - 1) • (-1 0.000) = 20.000 Euro. 

1.1.3 Geometrische Folgen 

Eine Folge heißt geometrisch, wenn der Quotient zweier aufeinander folgender 
Glieder konstant ist. Sie tritt auf, wenn regelmäßig mit einem konstanten Faktor 
multipliziert (bzw. dividiert = Multiplikation mit dem Kehrwert) wird. 

Beispiel: 

3i 32 3ß 34 35 

2 4 8 16 32 ... 

Jedes Folgeglied resultiert hier jeweils durch Multiplikation des vorhergehenden Gliedes 
mit der Ziffer 2 (a n *i = a n • 2). Der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder ist daher 
hier immer 2 (4/2 = 8/4 = 16/8 = 32/16 = ... = 2). 

Eine Folge ist damit geometrisch, wenn 

q =-^1- = konstant für alle n e N (II. 3) 

a „ 

bzw. a n „ = a„ • q gilt. Die Glieder einer geometrischen Folge lauten also 

*L> a i ;q . •>, V . - 

a, a, a ä a, 

Allgemein ergibt sich für die Glieder der geometrischen Folge 

a„ = a, • q n "‘ für alle n e N . 

Für q > 1 ist die Folge monoton wachsend, für q < 1 monoton fallend. 



(II.4) 
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Beispiel: 

Die Eltern eines Schülers legen für diesen ein Konto an, welches jeweils am Jahresende 
einen Zins von 2 % auf das zu diesem Zeitpunkt auf dem Konto vorhandene Kapital zahlt. 
Am 1.1.2009 zahlen sie einen Betrag in Höhe von 1.000 Euro (a,) auf das Konto ein. An- 
genommen es kommt zu keinen weiteren durch den Schüler oder die Eltern veranlassten 
Ein- oder Auszahlungen, wie hoch ist dann der Kontostand am 1.1.2013 (bzw. nach n = 4 
Jahren)? 

Aus einem Zins von 2 % ergibt sich ein Wachstumsfaktor von 1 + 0,02 = 1 ,02, was zum 
1.1.2013 zum Kapitalstand a 5 =1.000 -1.02 4 '=1.061,21 Euro führt. 



1.2 Reihen 

1.2.1 Grundlagen 

Summieren wir die ersten n Glieder einer Folge [aj mit den Gliedern a„ a,, a„ ..., 
so ergibt sich die sog. n-te Teilsumme 

• s „ =I*i =a, + a. + a, + ... + a„. (II.5) 

i-i 

Die Folge der n-len Teilsummen [s„] heißt Reihe. Je nach zugrunde liegender Folge 
sprechen wir von arithmetischen oder geometrischen Reihen. 



1.2.2 Arithmetische Reihen 



Wie wir aus Abschnitt 1.1.2 wissen, erhalten wir die Glieder der arithmetischen Fol- 
ge über das Bildungsgesetz a n =a, +(n — 1) • d . Bilden wir die n-te Teilsumme der 
Glieder der arithmetischen Folge, schreiben diese sowohl in regulärer als auch in 
umgekehrter Reihenfolge und addieren jeweils die untereinander stehenden Glie- 
der, so erhalten wir: 

s„ = a, + a, + d+...+ a,+(n-l)-d 

s„ — a,+(n-l)-d+ a, +(n-2)-d+...+ a, 

2s n = 2a, + (n - 1 ) • d + 2a, + (n - 1) • d +... + 2 a, + (n-l)-d 

Wir erkennen, dass die Addition beider Summen n-rnal die gleichen Glieder liefert, 
sodass wir 



2s n = n • 12a, + (n - 1) * d] = n - [a, + a, +(n - 1) • d] = n(a, +a n ) 

erhalten. Die n-te Teilsumme der arithmetischen Reihe beträgt damit 

n . . n-(n-l) , 

s n =-’(a. +a„)«n-a, + d . 



(II. 6) 



Beispiele: 

1. Oma Helena hat durch den Tod ihres Gatten eine Barerbschaft in Höhe von 100.000 
Euro gemacht. Da sie wenig Vertrauen in das Bankwesen hat, zahlt sie dieses Geld 
monatlich und in Teilbeträgen auf ein eigens dafür angelegtes Konto ein. Diese Zah- 
lungen beginnen am 1. Januar des Jahres 2005 mit einem Betrag von 5.000 Euro (ai). 
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Am Anfang jedes Folgemonats zahlt sie allerdings nur noch einen um jeweils 100 Euro 
reduzierten Betrag (d = - 100) ein. Wie viel Euro der Erbschaft hat sie nach einem Jahr 
bzw. 12 Monaten (n = 12) noch bar Zuhause? 

Wenden wir (11.6) auf dieses Problem an, erhalten wir die Gesamteinzahlung innerhalb 
eines Jahres als 

S 12 = 12 5.000 + 12 (1 2 2 - ~ . 1) - (-1 00) = 53.400 , 

was zu einem Erbschaftsrest von 100.000 - 53.400 = 46.600 Euro führt. 

2. Für die Summe der ersten n natürlichen Zahlen gilt 

S " = Z i = ?( 1 + n ) 

Dieser Zusammenhang wird noch besonders bei finanzmathematischen Umformungen 
in den nachfolgenden Abschnitten relevant sein. 

1.2.3 Geometrische Reihen 

ln Abschnitt II 1.1.3 wurde bereits behandelt, dass die Glieder einer geometrischen 
Folge durch das Bildungsgesetz a„ =a, •q n "‘ beschrieben sind. Bilden wir die n-te 
Teilsumme s n der geometrischen Folge und stellen dieser die mit dem Faktor q 
multiplizierte n-te Teilsumme gegenüber, so erhalten wir für die Differenz beider 
Ausdrücke: 

s n = a , + a, -q+a, -q 2 +... + a, -q"' 1 
q • s .. = a, • q + a, • q* +... + a, ■ q n ~' + a, • q" 

Sn - q -s n = a i +0 +0 +... + 0 -a,-q" 

Es resultiert also 

s„ - q-s„ = a, -a, -q" 

bzw. 

s„ (1 — q) = a, ■U-q"). 

Daraus folgt als allgemeine Formel zur Bestimmung der n-ten Teilsumme der geo- 
metrischen Reihe 

= cn.7, 



Beispiel: 

Ein Arbeitnehmer entschließt sich jährlich zum 1. Januar r = 2.000 Euro auf ein Sparkonto 
einzuzahlen, worauf er jeweils am Jahresende einen Zins von 5 % (p) erhält. Welches Ka- 
pital hat er nach 3 Jahren gebildet? 

Der im ersten Jahr gezahlte Betrag von 2.000 Euro wird genau 3 Jahre verzinst, d.h. er 
wird auf r • (1 + p/100) 3 anwachsen. Der im zweiten Jahr gezahlte Betrag wird nur noch 2 
Jahre verzinst, d.h. er wächst auf r • (1 + p/100) 2 an. Die letzte Zahlung wächst schließlich 
auf r • (1 + p/100) an. Als Summe dieser Beträge ergibt sich mit q = (1 + p/100) 

K 3 = r-q+r q 2 +r q 3 =r q (1+q+q 2 ) . 
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Da der Klammerausdruck nichts anderes als das dritte Glied einer geometrischen Reihe 
mit 3 ] = 1 und q = 1 ,05 ist, können wir das angesammelte Kapital als 



K 3 =rq- 



i-q 3 

1 -q 



2.000-1,05- 



1 — 1, 05 3 1 
. 1-1,05 J 



= 6.620,25 Euro 



berechnen. 



1 .3 Einige spezielle Reihen 

1.3.1 Unendliche geometrische Reihe 

Betrachten wir die unter II 1.2.3 behandelte geometrische Reihe mit der Bildungs- 
vorschrift 

I-q" 

S„ =a, mit q*l 

I-q 

näher, können wir feststellen, dass sich im Fall von I q I < 1 bei n — > «o der Term q" 
immer mehr dem Wen Null annähert bzw. im Fall Iql > 1 gegen °° geht. Bei 
Iql > 1 ist die Reihe also divergent, wohingegen sie bei Iql < 1 konvergent ist. 
Konkret konvergiert sie gegen 

s = — — — für I q I < 1 . (11.8) 

1-q 

Interessieren wir uns also für den "finalen" Wert einer geometrischen Reihe, so 
können wir diesen über (II.8) bestimmen. Wir sprechen beim Grenzwert (II. 8) auch 
von einer unendlichen geometrischen Reihe. 



Beispiel: 

Ein Bohrteam erreicht am ersten Bohrtag eine Tiefe von 100 m. Aufgrund der schlechten 
Bodenbeschaffenheit schafft das Team am nächsten Tag nur noch 50 m. Am dritten Tag 
sind es nur noch 25 m. Diese schlechte Entwicklung setzt sich kontinuierlich so fort. Wel- 
che Bohrtiefe wird bei diesen Gegebenheiten voraussichtlich insgesamt erreicht? 

Da q = 50 / 100 = 0,5 gilt, können wir die maximale Bohrtiefe über den Grenzwert der ge- 
ometrischen Reihe bzw. die unendliche geometrische Reihe nach (11.8) als 



s = - 



100 100 
1-0,5 ~ 0,5 



= 200 m 



berechnen. 



1.3.2 Die Euler'sche Zahl e 

Die Euler’sche Zahl e ist der Grenzwert der konvergierenden Reihe [sj mit der Bil- 
dungsvorschrift 

s n = Y- = 1 + — + — + ... = 2,718283... 

1 ! 2 ! 



(II. 9) 





Finanzmathematische Anwendung 



Nach Behandlung der Begriffe Folgen und Reihen sind wir nun in der Lage uns dem 
Themenkomplex der Finanzmathematik zuzuwenden. Beginnend mit der Erklärung all- 
gemeiner Begrifflichkeiten und verschiedener Arten von Verzinsungen legen wir unseren 
Schwerpunkt dabei auf Einmalanlagen, Raten- (regelmäßige Einzahlungen) und Renten- 
verträge (regelmäßige Auszahlungen), Kreditverträge sowie verschiedene Arten von Ab- 
schreibungen. 



2.1 Allgemeines 

Das wohl wichtigste wirtschaftswissenschaftliche Anwendungsgebiet arithmetischer 
und geometrischer Folgen und Reihen stellt die Finanzmathematik dar. Sie befasst 
sich mit Fragen der Finanzierung und Investition, beispielhaft 

■ der Verzinsung eines angelegten Kapitals über eine bestimmte Laufzeit (gemes- 
sen in n Perioden), 

■ der Abzinsung (Rückrechnung von verzinster Auszahlung am Ende der Laufzeit 
zum ursprünglichen Anlagebetrag), 

■ der regelmäßigen Einzahlung (Raten) oder Auszahlung (Renten) unter Beach- 
tung der Verzinsung, 

■ der Tilgung von Krediten und 

■ der Abschreibung von Anlagegütern. 

Wie daraus unschwer zu erkennen ist, ist die Zinsrechnung in der Finanzmathema- 
tik von wesentlicher Bedeutung. Daher wird diesem Themenbereich unmittelbar 
im Anschluss besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Bevor aber genau auf Details 
eingegangen werden kann, sind noch einige wichtige Begriffe zu klären. 



Bezugszeitpunkt 
(Zeitpunkt 0) 


Zeitperiode 

Z ^ 


Einzahlung 

I 


Ende des 
Planungszeitraums 








''i 

Barwert, 

Gegenwartswert, 
I’resent Value 




1 

Auszahlung 


A y 1 

Endwert, 

Final Value 



Abbildung II 1: Zeitstrahl 
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Abbildung II 1 zeigt einen sog. Zeitstrahl, der dazu verwendet wird, die Ein- und 
Auszahlungsstruktur von Finanzanlagen zu veranschaulichen. Auf diesem werden 
Zahlungszeitpunkte als Punkte und Zeitperioden als Intervalle abgetragen. Einzah- 
lungen werden durch einen Pfeil von oben, Auszahlungen durch einen Pfeil nach 
unten veranschaulicht. Insbesondere ein Anfangskapital ("Einzahlung zum Zeit- 
punkt 0") kann daher auch als Pfeil von oben und ein Endkapital (letzte Auszah- 
lung) als Pfeil nach unten abgebildet werden. Die zu unterschiedlichen Zeitpunk- 
ten anfallenden Zahlungen müssen vergleichbar gemacht werden (intertemporaler 
Vergleich). Abbildung II I sagt uns zunächst, dass zu Beginn einer bestimmten 
Zeitperiode (n Jahre, Monate, Tage etc.) bzw. dem Zeitpunkt 0 ein bestimmter 
Geldbetrag zur Verfügung steht. Dieser wird als Barwert, Gegenwartswert oder 
Present Value bezeichnet und wird über die Laufzeit der Anlage verzinst. Dabei un- 
terliegt er Mehrungen (Einzahlungen) und Minderungen (Auszahlungen). Am Ende 
der Laufzeit ergibt sich ein sog, Endwert oder Final Value, der auch die Zinsen be- 
inhaltet, die innerhalb der Laufzeit bezahlt wurden (sofern keine Auszahlung der 
Zinsen im Anlagezeitraum erfolgt). Eine Rückrechnung vom Enchvert auf den Bar- 
werl bzw. ein Rückgängigmachen der Verzinsung wird Abzinsung (Diskontierung) 
genannt. 

2.2 Zinsen 

Alle finanzmathematischen Betrachtungen basieren auf der Überlegung, dass für 
ein Kapital Zinsen bezahlt werden. Zur Veranschaulichung des Prinzips der Verzin- 
sung, legen wir im Folgenden die Notation 

K„ = Anfangskapital (Barwert) 

K n = Endkapital (Endwert) nach n Zinsperioden 

p = Zinsfuß (in %) 

i = Zinssatz (in Dezimalschreibweise, p/100) 

zugrunde. Als Grundlage für die Zinsrechnung folgen wir der üblichen Konvention 
eines Kalenderjahres (12 Monate) mit 360 Tagen, d.h. Monaten mit einer Länge von 
30 Tagen. 

2.2.1 Einfache Verzinsung 

Die sog. einfache Verzinsung kommt besonders bei festverzinslichen Wertpapie- 
ren oder bei periodischer Zinsauszahlung zum Einsatz. Es wird für jede Periode n 
ein Zins vom Anfangskapital K () berechnet. Dieser wird entnommen (Auszahlung 
vom Anlagekonto, Zinsausschüttung bei festverzinslichen Wertpapieren etc.), so- 
dass anders als beim Zinseszins (vgl. II 2.2.2) bei der Berechnung des Zinses für 
die nächste Periode wieder das Anfangskapital K„ als Berechnungsgrundlage dient. 

Abbildung II 2 zeigt die Zinsentwicklung bei einfacher Verzinsung und die Zu- 
sammensetzung des Gesamtkapitals bei einer Anlage über n Perioden. Wir erken- 
nen, dass in jeder der n Zinsperioden der gleiche Zins in Höhe von i • K 0 ausbe- 
zahlt wird. Addieren wir zu diesen n Zahlungen den anfänglichen Anlagebetrag K 0 , 
so ergibt sich für die Berechnung des Endkapitals K. die Formel 

K n = K 0 + n • i • K 0 = K 0 • (1 + n • i) . 



(II. 10) 
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Periode 


0 


1 


2 


3 


n 




K„ 


i-K« 


i-K 0 


i-K„ 


i-K„ 



Zinszahlungen in den Perioden 1 bis n 



Endkapital = Anfangskapital + Zinsen 



Abbildung II 2: Einfache Verzinsung 



Beispiel: 

Ein Antangskapital von 1 .000 Euro ergibt bei einfacher Verzinsung mit 3 % p. a. (per an- 
num, pro Jahr) nach 10 Jahren einen Betrag in Höhe von 

K 10 =1 .000 (1 + 10 0,03) = 1 .300 Euro. 



Durch die Umstellung der Formel (II. 10) können wir auch das Anfangskapital K,„ 
die Laufzeit n und den Zinssatz i berechnen, wenn jeweils die anderen Größen be- 
kannt sind. Interessieren wir uns dafür, welches Anfangskapital K„ bei einem Zins- 
satz i und einer Laufzeit n angelegt werden muss, um ein Endkapital von K, zu er- 
zielen, so können wir dies über 

K a = — — — (II. II) 

1 + n • i 



ermitteln. Wollen wir wissen, wie viele Perioden n ein Kapital K„ bei einem Zins- 
satz i angelegt werden muss, um ein Endkapital von K n zu erzielen, nutzen wir 



n sün-liSü. 



i ■ K„ 



(II. 12) 



Zu welchem Zinssatz i ein Kapital K„ über n Perioden angelegt werden muss, um 
ein Endkapital von K„ zu erzielen, beantwortet 



i 



n ' K 0 



(11.13) 



Beispiele: 

1. Ein Anfangskapital von 15.000 Euro ergibt nach einer Anlagezeit von 5 Jahren ein 
Endkapital von 20.000 Euro. Bei Unterstellung einfacher Verzinsung lag der Zinssatz i 
p. a. bei 



20.000-15.000 

5-15.000 



= 0,0667 



2 . 



bzw. der Zinsfuß bei 6,67 %. 

Um nach 10 Jahren bei einer einfachen Verzinsung von 2 % p. a. einen Betrag von 
3.000 Euro zu erhalten, muss heute folgender Betrag (Barwert) angelegt werden: 



K 



0 



3.000 
1 + 10 - 0,02 



= 2.500 Euro 
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Eine besondere Anwendung der einfachen Verzinsung ergibt sich bei der Geldan- 
lage in festverzinsliche Wertpapiere. Erwerben wir eine p%ige Bundesobligation 
im Wert von K l( (Nennwert) und einer Laufzeit von n Jahren, so erhalten wir jähr- 
lich genau i • K„ ausgezahlt. Bei einem Ausgabekurs von WO % und ohne Berück- 
sichtigung von Gebühren ist die Rendite oder auch der Effektivzins bei einfacher 
Verzinsung eines solchen Investments gleich dem Nominalzins i = p/100, zu dem 
das Papier ausgegeben wurde. Wird unter oder über dem Nennwert emittiert oder 
fallen Gebühren an, entspricht die effektive (tatsächliche) Verzinsung nicht länger 
dem Nominalzins. 

Beispiel: 

Eine 7%ige Bundesanleihe (Nennwert 20.000 Euro) wird zu einem Kurs von 97 % erwor- 
ben. Dabei fallen Provisionen in Höhe von 1,5 % vom Ausgabewert an. Wie hoch ist die ef- 
fektive Verzinsung (der durchschnittliche Wertzuwachs) bei einer Laufzeit von 20 Jahren? 

Für den Erwerb des Papiers ist insgesamt folgende Anfangsinvestition erforderlich: 

Kurswert 19.400 Euro (97 % von 20.000) 

+ Provisionen 291 Euro (1,5 % von 19.400) 



= Investition 



19.691 Euro 



In jedem der 20 Jahre Laufzeit wird ein Zins von 7 % des Nennwertes bezahlt, was zu ei- 
nem Gesamtzinsertrag von 20 • (0,07 • 20.000) = 20 • 1 .400 = 28.000 Euro führt. 

Um nun Formel (11.13) anwenden zu können, ist zu beachten, dass sich K n bei einem fest- 
verzinslichen Wertpapier nicht als Summe aus Anfangsinvestition und Gesamtzinsertrag, 
sondern als Summe aus dem Nennwert und den gesamten Zinserträgen ergibt. Am Lauf- 
zeitende wird bei einem festverzinslichen Wertpapier nämlich immer der Nennwert ausbe- 
zahlt. Die Anfangsinvestition ist als Ko zu betrachten. 

Die effektive Verzinsung liegt damit p. a. bei 






(20.000 + 28.000) -19.691 
20-19.691 



= 0,0719 = 7,19%. 



Der Nominalzins in Höhe von 7 % würde nur dann der effektiven Verzinsung entsprechen, 
wenn der Ausgabekurs bei 100 % liegt und keinerlei Gebühren oder Provisionen anfallen. 
Aufgrund der Ausgabe unter Nennwert und der geringen Gebühren können hier 0,19 Pro- 
zentpunkte mehr als der Nominalzins erzielt werden. 

Auch bei Ratenkreditverträgen, für die der deutsche Gesetzgeber seit 1973 die 
Angabe des Effektivzinssatzes zur Pflicht gemacht hat, ist eine Unterscheidung in 
Nominal- und Effektivzins von Bedeutung, da hier nicht selten die Zinsen von der 
Restkaufsumme und nicht von der Restschuld berechnet werden. Man spricht bei 
solchen Verträgen auch von Verträgen mit Laufzeitzinssalz. Der effektive Zinssatz 
eines solchen Vertrages gibt an, welchen Zinssatz wir anwenden müssten, um bei 
Berücksichtigung der Tilgung genau auf die Belastung aus dem Vertrag (Zinsen + 
ggf. Gebühren) als Zinsbetrag zu kommen. Dieser effektive Zinssatz ist bei Ver- 
tragsvergleichen zugrunde zu legen. 

Beispiel: 

Beim Kauf einer Eigentumswohnung im Wert von 200.000 Euro sind 28 % Anzahlung zu 
leisten. Für die Restkaufsumme wird ein Zins von jährlich 0,5 % vereinbart. Zinsen und 
Tilgungen sollen in 36 gleichen Jahresraten bezahlt werden. Wie hoch ist die jährliche 
Rate und die Effektivverzinsung p. a.? 
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Auf die Restkaufsumme von 200.000 - (0,28 • 200.000) = 144.000 Euro fallen jährlich 
144.000 0,005 = 720 Euro Zinsen an, was zusammen mit der jährlichen Tilgung von 
144.000 / 36 = 4.000 zu einer Jahresrate von 4.720 Euro führt. Die Summe der Zinszah- 
lungen liegt bei 36 • 720 = 25.920 Euro, was die Belastung b aus dem Vertrag darstellt. 

Zur Berechnung von i e n muss die Tilgung von jährlich 4.000 Euro berücksichtigt werden, 
d.h. je einen Monat lang verzinsen sich 144.000, 140.000, 136.000, ... Somit gilt für die 
Zinsen z = i e ii ■ (144.000 + 136.000 + ...). Da die Restschulden eine arithmetische Reihe 
mit dem Anfangsglied 144.000 und d = -4.000 darstellen, können wir ihre Summe über 36 
Jahre nach (11.6) als s 36 = 36 • 144.000 + (36 • 35 / 2) • (-4.000) = 2.664.000 Euro ermitteln. 
Der Zinsbetrag z muss nun der Belastung b gleichgesetzt werden, d.h. b = i G « • S 36 . Der Ef- 
fektivzins ergibt sich daraus bei einfacher Verzinsung zu 

b Zinssumme 25.920 

L = — = = = 0,0097 p. a. 

s 36 Restschuldsumme 2.664.000 



bzw. 0,97 %. Dies entspricht genau genau dem Durchschnitt der folgenden Folge: 



720 

144.000 



= 0,005, 



720 

140.000 



= 0,00514, 



720 



136.000 



= 0,00529 



720 

4.000 



= 0,18 



Bisher gingen alle Berechnungen davon aus, dass ein Anfangskapital K„ am Anfang 
des Jahres eingezahlt wurde. Erfolgt eine Einzahlung jedoch während des Jahres 
(sog. unterjährige Einzahlung), so ist der Zinssatz i zu korrigieren. Der neue 
Zinssatz i imi für den Rest dieses angebrochenen Anlagejahres (bis zum letzten Tag 
des Monats Dezember) ergibt sich aus dem Jahreszinssatz i als 



verbleibende Tage des Jahres 
360 



( 11 . 14 ) 



wobei bei den verbleibenden Tagen des Jahres der Einzahlungstag nicht gerechnet 
wird und ein Auszahlungstag als Zinstag zählt. 



Beispiel: 

Ein Kapital in Höhe von 1.000 Euro wird am 6.11. bei einem Zinssatz von 5 % p. a. ange- 
legt. Welches Endkapital liegt zum Jahresende vor? 

64 

K. = 1 .000 • (1 + — • 0,05) = 1 007, 50 Euro 
1 ' 360 ' 



2.2.2 Zinseszins 

Werden die Zinsen zum Zeitpunkt der Fälligkeit (in der Regel am Jahresende) nicht 
entnommen, sondern auf dem Anlagekonto belassen (kapitalisiert), so wird in der 
Folgeperiode nicht nur der ursprüngliche Anlagebetrag, sondern nun auch die auf 
dem Konto belassenen Zinsen verzinst. Wir sprechen dabei von einem sog. Zin- 
seszinseffekt, da es "Zinsen auf die Zinsen" gibt. 

Abbildung II 3 veranschaulicht die Entwicklung der Zinsen und des Gesamtkapitals 
bei Berücksichtigung des Zinseszinseffektes. Wir erkennen, dass sich die Zinsbe- 
rechnung in Periode 1 zunächst nur auf K„ bezieht. Nach der ersten Zinsgutschrift 




74 



II Finanzmathematik 



Z, wird diese dann neben K„ bei der Berechnung jedes weiteren Zinses berücksich- 
tigt. Analoges gilt für alle weiteren Zinszahlungen. Dies hat zur Folge, dass die 
Zinsgutschrift von Periode zu Periode steigt und nicht wie bei der einfachen Ver- 
zinsung konstant bleibt. Allgemein gilt Z, = K,_, • i. Da jeweils der auf dem Anlage- 
konto vorhandene Kapitalbestand verzinst wird, zeigt Abbildung II 3 außerdem, 
dass sich das Gesamtkapital in der Form K, = K,_, • (1 + i) entwickelt. 



Zinsentwickung: 




Periode 1 Periode 2 


Periode 3 


Z,=K„-i Z 2 =(K 0 +Z,)-i 


Z, =(K 0 +Z, +Z 2 )-i ... 




Kj 


Entwicklung des Gesamtkapitals: 


Einzahlung Periode 1 Periode 2 


Periode 3 


K 0 K, = K 0 •(! + i) K 2 = K, • (1 + i) 


K, =K, -(1 + i) 







Abbildung II 3: Zinseszins 



Betrachten wir die Entwicklung des Gesamtkapitals in der Form 
K, = K„ • (1 + i ) 

K, = K, •(l + i) = lK„ • (1 + i)] • (1 + i) = K 0 • (1 + i) J 
Kj = K, • (1 + i) = [K n ■ (1 + i) : ] • (1 + i) = K 0 • (1 + i) } , 

so lässt sich eine eindeutige Systematik erkennen. Es handelt sich um eine geo- 
metrische Folge. Wird ein Anfangskapital über n Perioden verzinst und werden die 
Zinsen kapitalisiert, so ergibt sich das Endkapital über 

K n = K„ • (1 + i) n , (11.15) 

wobei der Faktor I + i s q auch als Aufzinsungsfaktor bezeichnet wird. 

Beispiele: 

1. Ein Anfangskapital von 1.000 Euro ergibt nach 10 Jahren bei jährlicher Verzinsung mit 
3 % p. a. unter Zinseszinsen einen Betrag in Höhe von 

K 10 =1.000 (1 + 0, 03)'° =1.343,92 Euro, 

also 43,92 Euro mehr, als bei einfacher Verzinsung (vgl. Abschnitt II 2.2.1). 

2. Zum 1. September werden 5.000 Euro bei einem Zins von 5 % p. a. für genau 12 Mo- 
nate angelegt. Die Zinsgutschrift erfolgt am Ende des Kalenderjahres, d.h. per 31.12. 
Welches Endkapital ergibt sich nach dieser Anlagezeit, wenn der Zinseszinseffekt be- 
rücksichtigt wird (a)? Welches Endkapital wird erreicht, wenn der Betrag erst am 
1 . Dezember einbezahlt wird (b)? 

a) Da im alten Jahr genau 4 und im neuen Jahr genau 8 Anlagemonate vorliegen, er- 
gibt sich das Endkapital zum 31.12. und 30.08. zu 
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K 31 , 2 = 5.000,00 • 1 1 +~ 0,05 j = 5.083,33 Euro 
K 30 , 8 . = 5.083,33 ■ (l + A. o,05 j = 5.252,78 Euro. 

Da der Zins für das alte Jahr am 31.12. gutgeschrieben wird, kommt es im Folge- 
jahr zu einem Zinseszinseffekt. Der Zeitpunkt der Zinsgutschrift spielt also eine ent- 
scheidende Rolle. Den Beginn der Verzinsung bezeichnet man in diesem Zusam- 
menhang auch als Wertstellung. 

b) Im alten Jahr verbleibt nun genau 1 Monat und im neuen 1 1 Monate zur Verzin- 
sung des Kapitals. Wir erhalten damit 

K 3U2 = 5.000,00 • 1 1 + ~ 0,05 j = 5.020,83 Euro 
K 3011 =5.020, 83 1 + 0. 05 J = 5.250, 95 Euro. 

Das Endkapital ist also geringer. Wählen wir den Einzahlungszeitpunkt genau in 
der Jahresmitte (1.7.), so erhalten wir den maximal möglichen Endkapitalwert, Es 
ergibt sich dann K 30 . 06 . = 5.253,13 Euro. 



Wie bereits bei der einfachen Verzinsung, erlaubt uns auch die Umstellung von 
(11.15) nach den Variablen i, n und K, die Beantwortung weiterführender Fragestel- 
lungen. So wurde ein Anfangskapital K„ dass bei Kapitalisierung der Zinsen über 
einen Zeitraum von n Perioden auf K, angewachsen ist, zu einem Zinssatz von 




(II. 16) 



angelegt. Die Laufzeit einer Anlage können wir bei vorliegenden Werten K n , K„ und 
i über 



_ ln K n - In K 
ln(l + i) 



(II. 17) 



bestimmen und für K„ ergibt sich 






- K- 

(1 + i) n ' 



(11.18) 



Statt eines Zinszuschlages wird hier ein Zinsabschlag vorgenommen. Wir sagen, 
dass das Kapital K n auf einen früheren Zeitpunkt abgezinst oder diskontiert wird. 
Der Faktor v ■ 1 / q = 1 / (1 + i), der nichts anderes als der reziproke Aufzinsungs- 
faktor ist und die Verzinsung rückgängig macht, wird daher auch als Abzinsungs- 
oder Diskontfaktor bezeichnet. 



Beispiel : 

Welches Anfangskapital muss bei einem Zinssatz von 4 % p. a. angelegt werden, um bei 
Zinskapitalisierung (Zinsen verbleiben auf dem Anlagekonto) am Ende des 5. Anlagejahres 
1 .500 Euro zu erhalten? 



K K n 1-500 
0 (1 + i) n (1 + 0,04) 5 



= 1.232,89 Euro 
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2.2.3 Unterjährige und stetige Verzinsung 

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass innerhalb des Kalenderjahres eine einfa- 
che Verzinsung mit einem Zinsfuß von p % p. a. erfolgt. Die Zinsgutschrift (Wert- 
stellung) erfolgte immer zum 31-12. des Anlagejahres. Nun besteht aber auch die 
Möglichkeit eine sog. unterjährige Verzinsung vorzunehmen. Das heißt, der 
Zinszuschlag oder -abschlag erfolgt unterjährig, z.B. vierteljährlich (quartalsweise), 
monatlich, wöchentlich oder sogar täglich. Somit ergibt sich gemäß der Zinseszins- 
formel (11.15) 

(II. 19a) 

K Mo „ M „=Ko-(l + i Mon ,) nMom “ e <11. 19b) 



Dies bedeutet, dass wenn z.B. der Quartalszinssatz (p. q.) gegeben ist, das lindka- 
pital nach n Quartalen mittels (II. 19a) berechnet werden kann. Liegt ein Monatss- 
zinssatz (p. m.) oder ein Tageszinssatz (p. t.) vor, gilt die entsprechende Vorge- 
hensweise. 



Beispiel: 

Eine Summe von 1.000 Euro soll bei einem Zinssatz von 0,3 % p. q. genau 8 Quartale lang 
verzinst werden. Bei Zinseszins führt dies zu einem Endkapital von 

K„ =1.000 (1 + 0, 003) 8 =1.024,25 Euro. 



Liegt der Jahreszinssatz (p. a.) und die Anzahl der Jahre vor, soll aber unterjährig 
verzinst werden, so müssen der Zinssatz und die Jahresanzahl auf die gewünschten 
Zinsperioden umgerechnet werden. Ist n die Anzahl der Jahre und i der Jahreszins, 
so ergibt sich das Endkapital nach n Jahren bei vierteljährlicher Verzinsung als 



K„ = K„ 



1 + - 

4 



bei monatlicher Verzinsung als 



K„=M 1+- 



Dies führt für den t-ten Teil eines Jahres allgemein zu 

K „ = K " ' [ 1 + f 



( 11 . 20 ) 



Beispiel: 

Ein Kapital von 1 .000 Euro wird zu 3 % p. a. für 3 Jahre verzinst. Die Zinsfeststellung und 
-gutschrift erfolgt monatlich. Unter Berücksichtigung des Zinseszinseffektes liegt der Kapi- 
talstand nach dieser Anlagedauer bei 



K, =1.000- 1 + 



0,03 

12 



= 1.094,05 Euro. 
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Um den gleichen Endwert bei jährlicher Verzinsung bzw. Zinsfeststellung und -gutschrift 
am Jahresende zu erhalten, wäre nach (11.16) ein Zinssatz p. a. von 



1.094,05 

1.000 



-1 = 0,0304 



erforderlich. Dieser Zinssatz wird auch als effektiver Jahreszins i e n bezeichnet. Führen wir 
analoge Berechnungen auch für halbjährliche, vierteljährliche, wöchentliche und monatli- 
che Verzinsung durch, so erhalten wir folgende Ergebnisse: 



Art der Verzinsung 


k 3 


•eil 


halbjährliche Verzinsung 


1.093,443 


0,030225 


vierteljährliche Verzinsung 


1 .093,807 


0,030339 


monatliche Verzinsung 


1.094,051 


0,030416 


wöchentliche Verzinsung 


1.094,144 


0,030445 


tägliche Verzinsung 


1.094,170 


0,030453 



Bei Betrachtung der Werte von K 3 für kleiner werdende Zinsperioden (bzw. steigendes t in 
(11.20)) stellen wir fest, dass der Endkapitalwert anscheindend konvergiert. Wir wollen die- 
se Beobachtung im Folgenden näher untersuchen. 



Setzen wir in (11.20) | = -£ bzw. 1 = i • x, so erhalten wir 

K„ = K„ • 1 1 1 + — 
x 



Da der Ausdruck in eckigen Klammern für x — > °°, d.h. für "unendlich viele unend- 
lich kleine Zinsperioden" gegen die Euler'sche Zahl e konvergiert, erhalten wir 

K„=K„ •e" n . (11.21) 

Dies bedeutet, dass ein Anfangskapital K„ bei stetiger Verzinsung mit einem Satz i 
p. a. in n Jahren auf einen Wert gemäß (11.21) wächst. Wird auf die Entsprechung 
der Periodenzeiteinheiten (Tage, Monate etc.) und der Zinssätze geachtet, besitzt 
(11.21) auch für andere Periodizitäten als Jahre Gültigkeit. 



Beispiele: 



1 . 



2 . 



Berechnen wir für unser vorhergehendes Beispiel mit Anlagebetrag 1 .000 Euro, Lauf- 
zeit 3 Jahre und 3 % Zins p. a. den Wert von K 3 bei stetiger Verzinsung, so erhalten wir 

K 3 = 1 .000 • e 0 03 3 = 1 .094, 1 74 Euro, 

was mit i 0 if = 0,030455 einhergeht. 



Zu welchem Zinssatz (p. a.) muss ein Kapital in Höhe von 5.000 Euro angelegt wer- 
den, um nach 5 Jahren bei stetiger Verzinsung 7.000 Euro zu erbringen? 



7.000 = 5.000 e' 

7.000 c n 

5.000 

In 1,4 = i 5 
In 1,4 



| : 5.000 

l ln 

1 : 5 






= 0,0673 = 6,73 % 



5 
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2.3 Raten 

Besonders bei Sparverträgen ist es häufig der Fall, dass in gewissen Abständen Hin- 
zahlungen auf Anlagekonlen vorgenommen werden. Dabei können sowohl Zins- 
satz als auch Einzahlungen im Zeitverlauf in ihrer Höhe variieren. Der einfachste 
Fall liegt vor, wenn Zinssatz und Einzahlungen über einen gewissen Zeitraum fi- 
xiert werden. Wird jeweils zu Beginn eines Jahres dieselbe Rate r eingezahlt, so 
lässt sich der Kapitalstand bei einer Verzinsung mit dem Satz i nach n Jahren mit- 
tels Abbildung II 4 veranschaulichen. 



Periode 


1 


2 


3 




n 




Rate 1 








r • (1 + i) n 
\ 


Verzinsung n Perioden 




Rate 2 






w 

r-(l + i) n_l 
2* 


(n-1) Perioden 




Rate 3 


(n-2) Perioden 


7 

r-d + i)"- 2 

1 






r • ( 1 + i ) 



Abbildung II 4: Endkapital bei vorschüssigen Katenverträgen 

Wir erkennen, dass die erste Rate bis zum Ende des Anlagehorizonts, also genau n 
Perioden verzinst wird. Die zweite Rate wird eine Periode weniger verzinst, usw. 
Damit ergibt sich als Endkapital nach n Perioden 

K„ = r ■ (1 + 0" + r • (1 + i)"~' + r • (1 + i)"' 2 +... + r • (1 + i) 

= r • q" + r • q" -1 + r • q"' 2 + ... + r • q 

= r ■ q • (1 + q + ... + q n_l ). 

Da der Klammerausdruck nichts anderes als das n-te Glied einer geometrischen 
Reihe ist, können wir ihn durch 




ersetzen. Wir erhalten damit den Endwert einer Ratenzahlung mit konstanten Ein- 
zahlungen r und Verzinsung über n Jahre mit dem Satz i als 

1 n n 

K = r • q m it q = (l + j)*l. (11.22) 

1 — q 

Diese Formel haben wir bereits unter 11 1.2.3 als Anwendungsbeispiel für die geo- 
metrische Reihe kennengelernt. Für ein Rechenbeispiel verweisen wir daher auf 
diesen Abschnitt. Betrachten wir stattdessen ein einfaches Beispiel für eine wach- 
sende Rate. 
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Beispiel: 

Ein Sparvertrag mit einer Laufzeit von 3 Jahren und einen festen Zins von 3 % p. a. sieht 
jedes Jahr eine Verdopplung des Einzahlungsbetrages des Vorjahres vor. Die erste Ein- 
zahlung in Höhe von 2.000 Euro erfolgt am 01.01.2005. Wie hoch ist das Endkapital am 
Ende der Laufzeit? 

Mit r, = 2.000, r 2 = 4.000 und r 3 = 8.000 erhalten wir 

K 3 = 2.000 • (1 + 0,03) 3 + 4.000 • (1 + 0,03) 2 + 8.000 • (1 + 0,03)' 

= £8.000 0, 5' ' (1 + 0,03)' =14.669,05 Euro. 

1 = 1 



Je nach Fragestellung können wir (11.22) auch nach den anderen Variablen aullö- 
sen. So erhalten wir für die Rate r und die Laufzeit n 

_ K n 1 — q 



ln 

In cj 



q i-q n 



(q-i)K„ 



i+- 

r-q 



Ul i-O) 



MT 



Beispiel: 

Wie hoch müsste der jährlich gleich bleibende Einzahlungsbetrag (jeweils zum 01.01. 
eines Jahres) bei einem Bausparvertrag sein, um bei einem Zinssatz von 2,5 % p. a. und 
einer Laufzeit von 20 Jahren ein Endkapital von genau 25.000 Euro zu erhalten? 

Mit qs1 + i = 1 + 0,025 = 1,025 erhalten wir 



25.000 1-1,025 
1,025 1 — 1, 025 20 



= 954,81 Euro. 



Um vom Endwert, der Laufzeit und der Rate auf die Verzinsung zu schließen, müs- 
sen die Lösungen der Gleichung (n+l)-ten Grades 

q "*> _JlnJj;. q+ ik = o (11.25) 

r r 

bestimmt werden. Dies ist jedoch nur näherungsweise mit numerischen Verfahren 
(z.R. Newton-Verfahren) möglich, die wir in Kapitel III noch kennenlernen werden. 

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die erste und jede weitere Einzahlung 
jeweils zu Beginn einer Periode erfolgen. Man spricht in diesem Fall von vor- 
schüssiger Einzahlung. Werden Einzahlungen erst am Ende einer Periode vorge- 
nommen, so liegt eine sog. nachschüssige Einzahlung vor. I lierbei ist zu beach- 
ten, dass dadurch z.B. von einer Bank für die Periode, in der die Einzahlung er- 
folgt, kein Zins bezahlt wird, denn das Geld steht der Bank ja nicht zur Verfügung. 
Bezeichnen wir die nachschüssige Rate mit 7, so können wir das Endkapital bei 
nachschüssiger Ratenzahlung mittels Abbildung II 5 veranschaulichen. Wie deutlich 
zu erkennen ist, wird die erste Rate erst ab Periode 2, also nur n - 1 Perioden ver- 
zinst. Analoges gilt auch für die anderen Ratenzahlungen. Im Vergleich zur vor- 
schüssigen Einzahlung wird also jede Rate eine Periode weniger verzinst. Die letzte 
Ratenzahlung in Periode n wird daher nicht mehr verzinst. 
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Periode 


1 


2 


3 




n 




Rate 1 










7 • (1 + i) n "‘ 


Verzinsung (n-1 ) Perioden 


1 


Rate 2 








7(1 + i) n ~ 2 


(n-2) Perioden 




Rate 3 




7- (1 + i) n_1 


(n-3) P. 




7 - ( I + i )"■" 





Abbildung II 5: Endkapital bei naehschüssigen Ratenverträgen 

Für das Endkapital K„ bei naehschüssigen Ratenverträgen erhalten wir damit 
K„ = 7 • (1 + i) n_l + 7 ■ (1 + i) n " 2 + ... + 7 • (1 + i), 
woraus sich nach Vereinfachung mittels der darin steckenden geometrischen Reihe 



K = r •- — — mit q = (l + i)*l 
1-q 



(11.26) 



ergibt. Im Gegensatz zu vorschüssigen Verträgen bzw. (11,22) taucht hier als der zu- 
sätzliche Faktor q nicht mehr auf. Das Endkapital eines naehschüssigen Ratenver- 
trages ist also aufgrund von K„ =K n q immer geringer als das eines vorschüssi- 
gen. Stellen wir (11.26) nach den Größen 7 und n um, ergibt sich 






n = - 



ln 1 + 



(cj — 1) • K n 



Inq 



(11.27) 



(11.28) 



Auch hier lässt sich der Zinssatz nur aus einem Polynom ermitteln. Dieses ist nun 
aber n-ten Grades und hat die Form 



q" • q + K "- r =o. 

r r 

Es kann wiederum nur näherungsweise gelöst werden. 



(11.29) 



Beispiel: 

Wie viele Jahre muss in einen Ratensparvertrag (Einzahlung von 500 Euro jeweils zum 
Jahresende) eingezahlt werden, um bei einem Zinssatz von 4 % p. a. ein Endkapital von 
1 5.500 Euro zu erzielen? 



n = - 



|n f 1| ((1 + 0, 04) -1). 15.500 
500 



In (1 + 0,04) 



= 20,56 Jahre 
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2.4 Renten 

Im Vergleich zu Ratenverträgen handelt es sich bei Renten nicht um wiederkeh- 
rende Einzahlungen sondern um über mehrere Perioden verleihe Auszahlungen. 
Nach Einzahlung eines Anfangswertes (Rentenbarwert) auf ein Anlagekonto sinkt 
also durch die periodischen Renten der Wert auf dem Konto, wodurch auch der 
Zins sinkt, der vom Kreditinstitut oder der Versicherung bezahlt wird. Je nachdem, 
ob die Auszahlung am Periodenanfang oder -ende erfolgt, kann wieder zwischen 
einer vor- und einer nachschüssigen Betrachtungsweise unterschieden werden. 
Analog zur Zins- bzw. Ratenrechnung bezeichnen wir im Folgenden bei vorschüs- 
sigen Renten den Rentenbarwert mit R„, den Rentenendwert nach n Rentenzahlun- 
gen mit R n und die Rente mit r. Im nachschüssigen Fall verwenden wir entspre- 
chend die Symbole R„, R„ und 7. 

2.4.1 Nachschüssige Renten 

Interessieren wir uns dafür, welcher Betrag auf ein Anlagekonto eingezahlt werden 
muss, um daraus übereine Laufzeit von n Jahren nachscbüssig (jeweils am Jahres- 
ende) eine Rente 7 entnehmen zu können, können wir dies nur dadurch bestim- 
men, dass wir alle Renten auf den Zeitpunkt 0 abzinsen und die Einzelbarwerte 
addieren. 

Abbildung II 6 zeigt, dass bei nachschüssiger Betrachtung die Rente, die am Ende 
der ersten Periode ausgezahll wird, insgesamt nur diese eine Periode auf dem An- 
lagenkonto liegt und daher auch nur diese eine Periode verzinst wird. Bei Rück- 
rechnung auf den Barwert wird also auch nur für eine Periode mit dem Diskont- 
faktor v s 1 / q = 1 / (1 + i) abgezinst. Die zweite Rentenzahlung liegt genau 2 Pe- 
rioden auf dem Konto. Man erhält für 2 Perioden Zinsen. Es wird also auch 2 
Perioden, d.h. mit v J abgezinst. Ähnliches gilt für alle weiteren Rentenzahlungen. 




Abbildung II 6: Barwert nachschüssiger Renten 
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Für den Barwert einer nachschüssigen Rente können wir damit 
R p = 7 ■ v + 7 • v 2 + 7 • v 3 + ... 4- 7 • v" 

= 7 • v • ( 1 + v + ... + v n_l ) 

festhalten. Da der Klammerausdruck wieder das n-te Glied einer geometrischen 
Reihe mit 

1-v" 

S " 1-v 

ist, folgt für den Barweit der nachschüssigen Rente über n Jahre 

R„ = 7 • v • — — — — . (11.30) 

1-v 



Beispiel: 

Wieviel kostet eine Rente von jährlich 10.000 Euro, die bei einem Zinssatz i = 0,05 über 15 
Jahre nachschüssig ausgezahlt wird? 

Mit v = 1 / 1 ,05 erhalten wir 

1_(_!_t ,s 

R 0 = 1 0.000 • , - = 1 03.796, 58 . 

' 1,05 



Für den Restwert nach n Jahren R n (vgl. auch (11.45) im Tilgungsabschnitt II 2.5), 
die Rentenauszahlung 7 und die Laufzeit n gilt bei nachschüssigen Renten 



R.=R,l"-7'^, 

l-q 



j.K 1-v 



v 1-v" 



(11.31) 

(11.32) 



und 



n = • 



ln I - 



R 0 • (1 — v) 'j 



r • v 



ln v 



Für die Bestimmung des Zinssatzes ist die Gleichung (n+l)-ten Grades 



/ 1 ) \ 

1 + ^ 

r 



■ v + -^ = 0 
r 



(11.33) 



(11.34) 



zu lösen. 



Beispiel: 

Ein Lottogewinn in Höhe von 200.000 Euro soll auf ein spezielles Anlagekonto eingezahlt 
und in Form einer nachschüssigen Rente über eine Laufzeit von 7 Jahren ausgezahlt wer- 
den. Das Kreditinstitut bietet einen Zins von 5 % p. a. Wie hoch ist die jährliche Renten- 
auszahlung (a) und wie hoch ist nach 4 Jahren der Restwert auf dem Anlagekonto (b)? 
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.) r.^.^L.34.563,96 



1 _ ( T05 ) 



b) 



R„ = 200.000-1, 05" -34.563,96 



1 - 1, 05" 
1-1,05 



94.126,26 



Abschließend wollen wir noch einen Sonderfall aufführen, der in der Praxis rela- 
tiv häufig vorkommt, und zwar eine nachschüssige Rente, die jedes Jahr um den 
Faktor w = (1 + g) wächst. Es gilt in diesem Fall für die Entwicklung der Renten- 
zahlungen Folgendes: 



1. Jahr 


2. Jahr 


3. Jahr 


n. Jahr 


7 


7 ■ w 


7 • w J 


7 • w"' 1 



Aus diesem Verlauf können wir für den Barwert einer solchen nachschüssigen 
Rente die allgemeine Formel 



R 



0 



= r 




'-K 



( 11.35) 



herleiten. Ist der Zinssatz, i größer als g und läuft n gegen unendlich, so gilt zudem 

R 0 = — - — für i > g und n -» °° . (11.36) 

i-ß 

Dabei handelt es sich um eine sog. ewige Rente. 



2.4.2 Vorschüssige Renten 

Bei einer vorschüssigen Rente erfolgt die Auszahlung des Rentenbetrages jeweils zu 
Beginn einer Periode. Dies bedeutet, dass der Bank das angelegte Geld für einen 
kürzeren Zeitraum zur Verfügung steht und so auch der Zins im Vergleich zur 
nachschüssigen Rente geringer ausfällt. Da eine vorschüssige Rente also dem Anle- 
ger Zinsen kostet bzw, früher ausgezahlt wird, ist eine vorschüssige Rente stets teu- 
rer als eine nachschüssige Rente, d.h. es muss heute mehr angelegt werden, um die 
gleichen Rentenauszahlungen zu erlangen. 

Abbildung II 7 veranschaulicht die Barwertbestimmung bei vorschüssigen Renten. 
Da bei vorschüssigen Renten die Auszahlung jeweils zum Periodenanfang erfolgt, 
wird die erste Rente unmittelbar nach Einzahlung des Anfangswertes wieder ausge- 
schüttet. Die Bank bezahlt keinen Zins für diese erste Rente. Es ist somit auch kei- 
ne Abzinsung erforderlich. Die zweite Rentenauszahlung liegt die komplette erste 
Periode auf dem Anlagekonto, sodass für diese eine Periode ein Zins bezahlt wird. 
Da die Auszahlung bereits zu Beginn der zweiten Periode erfolgt, gibt es für diese 
keine Zinsen mehr. Es ist also nur eine Abzinsung für eine Periode vorzunehmen. 
Analoges gilt für die weiteren Perioden. 
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Periode 



Rente 1 



r • v 



r • v 



r • v 



ß 

a 

r < 

w 

c 

r < 
t 



Keine 

Abzinsung 



Rente 2 



Abzinsung 1 Periode 



Rente 3 



Abzinsung 2 Perioden 



Abzinsung < n— l ) Perioden 



Rente n 



Abbildung II 7: Barwert vorschüssiger Renten 



Damit ergibt sich für den Barwert vorschüssiger Renten 

R 0 = r + r • v + r • v' + ... + r • v n_l , 

woraus sich nach Vereinfachung mittels der darin steckenden geometrischen Reihe 

1 - v n 

R„=r (11.37) 

1 -v 

bestimmen lässt. Im Vergleich zum Barwert der nachschüssigen Rente (11.30) er- 
kennen wir, dass in (11.37) die Rente nicht mehr mit dem Diskontfaktor v multipli- 
ziert wird, d.h. der Barwert der vorschiissigen Rente immer höher ist als jener der 
nachschüssigen (Multiplikation mit v < I reduziert Barwert). Es gilt R„ = R 0 • v. 

Beispiel: 

In einem Beispiel des vorhergehenden Abschnitts II 2.4.1 hatten wir berechnet, dass eine 
Rente von jährlich 10.000 Euro, die bei einem Zinssatz i = 0,05 über 15 Jahre nachschüs- 
sig ausgezahlt wird, 103.796,58 Euro kostet. Bei vorschüssiger Auszahlung müssten wir 
hingegen 

1 _r_LV 5 

R 0 =10.000 — = 108.986,41 Euro 

1“!Ö5 

anlegen. Diesen Betrag können wir natürlich auch über R 0 = R 0 q bestimmen. 



Die Größen R n , r und n erhalten wir bei vorschüssiger Betrachtung wie folgt: 

1-q" 



R„ = R 0 ■ q" - r • q 



1-q 



(11.38) 



r = R„ 



1 — v 



1 - V 



(11.39) 
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n = ■ 



ln v 



Den Zinssatz erhalten wir über das Polynom 



v ._i. v+ JkzI = o. 

r r 



( 11 . 40 ) 



( 11 . 41 ) 



Beispiel: 

Mit welchem Kontostand am Ende der Anlagezeit kann ein Anleger rechnen, wenn er sich 
100.000 Euro in Form einer vorschüssigen Rente in Höhe von jährlich 10.000 Euro über 
einen Zeitraum von 10 Jahren bei einem Zins von 3 % p. a. auszahlen lässt? 



R 10 = 1 00.000 ■ (1 + 0,03)'° - 1 0.000 (1 + 0, 03) • 



1- (1 + 0,03)'° 
1- (1 + 0, 03) 



= 134.391,64-118.077,96 



= 16.313,68 Euro 



Wenn also Renten und Anlagebetrag nicht aufeinander abgestimmt sind, verbleibt am 
Laufzeitende ein Restbetrag auf dem Anlagekonto. Andernfalls wird der Kontostand voll- 
ständig aufgezehrt. 



2.4.3 Kombinationen aus Raten und Renten 

In der Regel wird der Anfangswert (Barwert) einer Rente nicht als Einmalzahlung 
auf ein Anlagekonto erbracht. In der Praxis ist es bei solchen Verträgen eher der 
Fall, dass der Barwert der Rente über eine gewisse Laufzeit durch Ratenzahlungen 
angesammelt und dann ausgezahlt wird. Auch Ruhephasen zwischen Ratenein- 
zahlung und Rentenauszahlung sind denkbar. Es kann außerdem Vorkommen, dass 
sich innerhalb der Laufzeit die Zinssätze oder die Fälligkeiten (vorschüssig, nach- 
schüssig) ändern. Zudem ist eine Änderung der Verteilung des Restwertes einer 
Rente ab einem bestimmten Zeitpunkt möglich. Abbildung II 8 zeigt ein typisches 
Konstrukt. 

Beispiel 1: 

Bei einem Ratensparvertrag ergab sich nach einer Laufzeit von 20 Jahren ein Endwert von 
45.550 Euro. Dieser Betrag soll nun zunächst für 3 Jahre (ab dem 01.01.) bei einem Zins 
von 3,5 % als Festgeld angelegt werden. Anschließend soll aus dem so entstehenden 
Kapital eine Rente über 10 Jahre bei einem Zinssatz von 4 % finanziert werden. Wie hoch 
ist die jährliche Rente, wenn sie am Jahresende ausbezahlt wird? 

Der Barwert der durchzuführenden Zinseszinsrechnung ergibt sich aus dem Endwert des 
Ratensparvertrags und beläuft sich auf 45.550 Euro. Die Verzinsung dieses Kapitals über 
3 Jahre bei 3,5 % ergibt einen Endwert von 

K 3 = 45.550 • (1 + 0,035) 3 = 50.502,1 0 . 

Diese 50.502,10 Euro sind nun wiederum Grundlage für die Berechnung der Rente. 
Konkret entspricht der Betrag dem Rentenbarwert. Mit v = 1 / 1,04 erhalten wir einen 
jährlichen Rentenbetrag von 
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_ 50.502,10 
r = - 



1 - 1 

’ 04 - = 6.226,45 Euro. 



1-(Ä) 



Beispiel 2: 

Es wird eine vorschüssige Rente für 100.000 Euro gekauft, die bei einem Zins von 3 % 
p. a. vorschüssig 8.000 Euro jährlich auszahlt. Nach 8 Jahren sollen aus dem Restwert 
noch 4 gleich große vorschüssige Rentenzahlungen erfolgen. Wie hoch sind diese? 

Nach (11.38) erhalten wir für den Restwert der vorschüssigen Rente 

1 — 1 03 8 

R fi =100.000 1,03® - 8.000 - 1,03 = 53.404,16 Euro, 

8 1-1,03 

womit wir über (11.39) die vorschüssigen Rentenzahlungen 

i !_ 

r = 53.404, 1 6 ^ = 1 3.948, 70 Euro 

bestimmen können. 



Ratenzahlungen 

1 

Endwert der Ratenzahlungen ( K„ ) 
Barwert der Zinseszinsberechnung ( K 0 ) 



Verzinsung in Ruhephase 

I 

Endwerl der Zinseszinsberechnung ( K n ) 

= 

Barwert der Rentenberechnung ( R„ ) 



Rentenzahlungen 

I 

Eventuelle Verteilung eines Restwertes 
auf einen bestimmten Zeitraum 



evtl. Änderung 
' des Zinssaztes 



Abbildung II 8: Kombinationen aus Raten und Renten 
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2.4.4 Unterjährige Raten und Renten 

Bisher sind wir bei den behandelten Raten und Renten davon ausgegangen, dass 
eine jährliche Zahlung und damit eine jährliche Zinsfeststellung und -Zahlung 
(Wertstellung) erfolgt. In der Praxis kommt es aber häufig zu monatlichen oder 
vierteljährlichen Zahlungen. Liegt ein Monatszins und die Anzahl der Anlagemonate 
(analog bei Quartalen) vor, so können die bisherigen Formeln für Raten und Ren- 
ten auch bei unterjähriger Zahlweise wie gewohnt angewendet werden. 



Beispiel: 

Christian verptlichet sich, in einen Bausparvertrag monatlich jeweils zum 1. des Monats 
200 Euro einzuzahlen. Die Bank bietet ihm eine monatliche Verzinsung von 0,5 % p.m. 
Wie hoch ist das Bausparguthaben nach einem Jahr? 



K 



Ende I.Jahr 



= 200-1,005- 



1 - 1, 005 lg 
1-1,005 



Liegt der Monatszinssatz (i = 0,005) und die dazugehörige Anzahl an Monaten (n = 12) 
vor, so kann das Endkapital also mit der bereits bekannten Formel für vorschüssige Raten 
berechnet werden. 



Bei vorliegendem Jahreszinssalz, aber unterjähriger Zahlweise bestehen zwei mög- 
lichkeiten den Endkapitalwert bei Ratenverträgen zu bestimmen. Die erste sieht 
vor, die Summe der Monatszahlungen (Quartalszahlungen) unter Berücksichtigung 
einfacher Verzinsung in äquivalente Jahreszahlungen umzurechnen, für die dann 
Zinseszinsen berechnet werden. 



Beispiel: 

Ein Zielsparvertrag setzt eine vorschüssige, quartalsweise Einzahlung von 200 Euro vor- 
aus. Die Bank bietet einen Zins von 5 % p. a. bei einer Laufzeit von 5 Jahren. Wie hoch ist 
das Kapital nach 5 Jahren? 



1 . Schritt: Berechnung von K, bei einfacher Verzinsung 

Bei einfacher Verzinsung erhalten wir am Ende des ersten Jahres 

K 1 = r -(1 + _i_) + r-( 1 + J3 ) + r-(1+ ) + r-(1+ ) 

Jahroszins Zins antoilin Zins aniollig Zins anteilig 

1.3 Quartale 1.3 Quartale 1.1 Quartal 



= 4 



+ — (4 + 3 + 2 + 1) = 4-r + — •— = 4-r + 
4 ' 4 2 



5-r-i 

2 



wobei die Klammer (4 + 3 + 2 + 1) das 4. Glied einer arithmetischen Reihe enthält und da- 
her wie angeführt umgeformt werden kann. Konkret erhalten wir also für dieses Beispiel 



K, = 4 200 + 5 ' 20 ° ' ° - 05 = 825, 00 Euro. 



2. Schritt: Berücksichtigung des Zinseszinses über die gesamte Laufzeit 
Der Wert Ki wird am Jahresende gutgeschrieben, sodass nun von einer nachschüssigen 
Betrachtungsweise auszugehen ist. Da sich Ki in jeder Folgeperiode identisch ergibt, ist 
lediglich noch der Zinseszinseffekt zu berücksichtigen. 
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K S =K, q 4 +K, q 3 +K, q 2 +K, q'+K, 
= K,-(l + q’+q 2 + q 3 +q 4 ) 



Wir erhalten also für das Endkapital bei unterjähriger Zahlung hier 

— i-i ns 5 

K s =825- — ’ - = 4.558.65. 

5 1-1,05 



Eine zweite Möglichkeit, unterjährige Ratenzahlungen bei gegebenem Jahreszins zu 
behandeln, besteht darin, den Jahreszinssatz in den entsprechenden Monatszins 
(Quartalszins) umzurechnen, der dann bei monatlicher (vierteljährlicher) Zinskapi- 
talisierung zum selben Ergebnis wie bei jährlicher Zinsberechnung führt. Exakt ist 
dies allerdings nur bei bekanntem Endwert möglich, da nur in diesem Fall ein ge- 
nauer unterjähriger Zinsfaktor bestimmt werden kann. Bei unbekanntem Endwert 
kann ein Näherungswert für den unterjährigen Zinsfaktor bestimmt werden. Aus 
der Überlegung, dass I Euro monatlich (q m ) bzw. jährlich (q) verzinst denselben 
Endwert besitzen soll, lässt sich nämlich aufgrund qj,f =q die Relation 

q,„ = '-f\ 

ermitteln. 



Beispiel: 

Greifen wir auf unser vorhergehendes Beispiel zurück, so können wir bei bekanntem End- 
wert K 5 = 4.558,65 Euro den vierteljährlichen Zinsfaktor q q = 1 + i q durch Lösen der Glei- 
chung 

K 6 =rq 30 +rq q +... + rq q 



bestimmen. Mittels entsprechender iterativer Verfahren (Suchen der Lösung durch Probie- 
ren) erhalten wir die Lösung q q = 1,01228937. Nur bei diesem q q erhalten wir genau den 
Betrag 4.558,65 Euro. Da wir aber gerade K 5 in empirischen Fragestellungen bestimmen 
wollen, können wir uns der Näherung 

q q = (/q = \J\Ö5 =1,01 227223 



bedienen, die uns zu 



1-q 20 

K * =r ' q '^ 



= 4.557,80 Euro 



führt. Dieser Wert liegt sehr nah am exakten Wert 4.558,65 Euro. 



Bei unterjährigen Renten ist häufig eine unterjährige Verrechnung - mit entspre- 
chend einfacher Verzinsung - vereinbart. Durch Berechnung eines äquivalenten 
Monatszinsfaktors q ra = jfq (bzw. Quartalszinsfaktors q q = -!jc\ ) kann in diesem 
Fall trotzdem die normale Rentenberechnung angewendet werden. 
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Beispiel: 

Eine Summe von 100.000 Euro soll bei einem Zins von 4% p. a. über 4 Jahre in Monatsra- 
ten vorschüssig ausbezahlt werden. Wie hoch ist die monatliche Rente? 

q = 1+0,04 = 1,04 -+q m ='^04 =1,003274 -> v m = — = 0, 996737 

q,„ 



r = 100.000- 



1-0,996737 
1 - 0,996737 4 ' 2 



= 2.247,35 Euro 



Eine analoge Vorgehensweise gilt bei unterjährigen Tilgungen (vgl. II 2.5). 



2.5 Tilgungen 



2.5.1 Allgemeines 

Bei der Tilgungsrechnung wird eine Anfangsschuld (z.B. Auszahlung aus Bankkre- 
dit) durch regelmäßige oder unregelmäßige Raten über einen bestimmten Zeitraum 
beglichen. Die zu zahlenden Raten setzen sich zusammen aus Schuldzinsen z (auf 
die Restschuld) und Schuldtilgung t, die in der Regel jeweils auf ein Jahr bezogen 
sind. Schuldzinsen und tilgung zusammen werden als sog. Annuität a bezeichnet. 

a = z + 1 (11.42) 

Am Ende der Laufzeit n ist die Schuld getilgt, sodass also die Anfangsschuld S„ 
gleich der Summe der Tilgungen sein muss. 

S„=Zt, (11.43) 

i>i 

Die Restschuld nach k Jahren (bzw. am Ende des k-ten Jahres) S k ergibt sich als Dif- 
ferenz aus Anfangsschuld und den bis dahin geleisteten Tilgungen. 

S.-S.-tt. tn.44) 

1=1 

In der Praxis trifft man häufig auf zwei Arten von Tilgungen. Die sog. Abzahlungs- 
tilgung zeichnet sich durch Annuitäten in abnehmender Höhe aus, die sich aus 
einem gleich bleibenden Tilgungsbetrag t und einem abnehmenden Zins zusam- 
mensetzen (vgl. nachfolgendes Beispiel). Im Vergleich dazu weist die Annuitäten- 
tilgung (vgl. Abschnitt II 2.5.2) Annuitäten in gleich bleibender Höhe auf, die sich 
aus zunehmenden Tilgungsbeträgen t, und abnehmenden Zinsen z l zusammenset- 
zen. Da durch die Tilgung die Restschuld und damit die Zinsbelastung abnimmt, 
müssen die Tilgungsraten von Jahr zu Jahr steigen, damit die Summe aus Zinsen 
und Tilgung die gleiche Annuität ergibt. 

Bei Tilgungsrechnungen ist es oft von Vorteil und in der Praxis üblich, einen sog. 
Tilgungsplan zu erstellen. Dieser zeigt übersichtlich die Entwicklung der Schuld 
über die gesamte Laufzeit und beinhaltet die Entwicklung von Restschuld (Jahres- 
anfang JA und Jahresende JE), Zinsen, Tilgung und Annuität. 
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Beispiel (Abzahlungstilgung): 

Anfangsschuld: 40.000 Euro, Laufzeit: 4 Jahre, Schuldzins: 9 % p. a. 



Jahr 


Restschuld JA 


Zinsen 


Tilgung 


Annuität 


Restschuld JE 


1 


40.000,00 


3.600,00 


10.000,00 


13.600,00 


30.000 


2 


30.000,00 


2.700,00 


10.000,00 


12.700,00 


20.000 


3 


20.000,00 


1.800,00 


10.000,00 


11.800,00 


10.000 


4 


10.000,00 


900,00 


10.000,00 


10.900,00 


0 


L 


100.000,00 


9.000,00 


40.000,00 


49.000,00 





Wie wir erkennen, werden die Zinsen jeweils von der Restschuld am Jahresanfang be- 
rechnet. Die Annuität entsteht aus Zins und Tilgung, die Summe der Tilgungen entspricht 
der Anfangsschuld und die Restschuld am Jahresende ergibt sich jeweils aus Restschuld 
am Jahresanfang abzüglich Tilgung. Für die Restschuld am Jahresende gilt der Zusam- 
menhang Sk = So - k ■ t. Der Tilgungsbetrag ergibt sich aufgrund von S„ = 0 durch Nullset- 
zen dieses Zusammenhangs und Auflösen nach t zu t = So / n. 

Aus einem derartigen Tilgungsplan kann leicht die Eftektivverzinsung des Darlehens be- 
rechnet werden. Es gilt hier 

_ £ Zinsen _ 9.000 

"" ^Restschuld JA 100.000 

Bei jährlicher Zahlweise mit konstantem Zinssatz und ohne Gebühren und Ausgabeab- 
schläge ergibt sich hier der Nominalzins. 



2.5.2 Annuitätische Tilgung 

Wie bereits erwähnt, liegen bei der annuitätischen Tilgung stets konstante Annuitä- 
ten vor. Die Entwicklung der Restschuld am Ende des k-ten Jahres S k bei dieser 
Tilgungsart können wir mittels folgender Tabelle veranschaulichen: 



s, 


S 2 


Sj 


s, =S 0 -(l + i)-a 


S 2 =S, -C|-a 


7! 

II 

in 

r\ 

1 


= S„ q-a 


= (S 0 -q-a)-q-a 


= (S„ -q' - a q-a) -q-a 




-Vq 2 -a-q-a 


= S n • q ä — a ■ q 2 — a • q — a 



Allgemein können wir damit zunächst Festhalten, dass für die Restschuld S n am 
Laufzeitende des Kredits 



S„ = S 0 ■ q" — a • q"~' — a • q n ~ 2 — ... - a 
= S„ • q" - a • ( q— 1 + q" -2 + ... + 1 ) 



bzw. 



gcotlt. Keilte 
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S„ =Vq"-a~ — (H-45) 

1-q 

gilt. Diese Formel ist uns in etwas anderer Notation bereits als (11.31) begegnet und 
zeigt eine erste Verwandschaft von nachschüssigen Renten und Annuitätentilgun- 
gen auf. Da die Schuld nach n Jahren getilgt sein soll, können wir (11.45) gleich 
Null setzen, wodurch wir nach einigen Umformungen folgende allgemeine Formel 
zur Berechnung der Annuität erhalten. 

a = S„-q"—^r (H-46) 

Für jede annuitätische Tilgung gilt der in Abbildung II 9 dargestellte allgemeine 
Tilgungsplan. Die Tilgung t, wird auch als Anfangstilgung bezeichnet. In einem 
Kreditvertrag kann die Annuität also explizit oder implizit über die Angabe der An- 
fangstilgung festgelegt werden. Sie ist bei Hypothekendarlehen meist ein Prozent- 
satz der Anfangsschuld und liefert zusammen mit der ersten Zinszahlung die für al- 
le Folgeperioden konstante Annuität. 



■ 


liest,- schuld JA 


Zinsen 


Tilgung 


Annuität 


liestschuld JE 


in 


S„ 


z, - S, • i 




a - z, + t, 


s,-s ü -t, 




S, “S„-t, 


/, - S, • 1 - (S„- t.) • i 
- z, - I, ■ i 


l, - a - z, 

- (z, + t,)-(z, - t, • i) 
-t.-O + i) 


+ + 

N N 

■ 1 


S, ■ S, - «, 


3 


s.-s,-t, 


Z, ■ s, • i 
“ z, - t, • i 


I, - tl - z, 

■ (z, + t,) - (z, - 1 , • 0 

- 1, • (1 + i) 

- t, -<1 + i)‘ 


a • z, + t, 

- z, + 1 , 


S, - S, - 


k 


1 

(/)' 

B 

: c n 


\ - A, - k , • 1 


t, - t, -(1 + i) k ' 


a -z^ + t, 
- z, + 1 , 


s k -s w -t k 



Abbildung II 9: Allgemeiner Tilgungsplan bei annuitätischer Tilgung 



Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass die Tilgungsraten eine geometrische Folge 
mit 

t k+ , =t k •(l+i) = t, -q k (11.47) 

bilden und die Summe der Tilgungsleistungen nach k Jahren wegen 

Itk = l i +l i -q + t, -q 2 +-. + t, ■ q k_l 



bei 



=t, ' 



)-q k 

l-q 



( 11 . 48 ) 
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liegt. Die Restschuld nach n Jahren können wir daher alternativ zu (11.45) auch als 

Sn=S„-t (H.49) 

l-q 

ausdrücken. Erneut gleich Null gesetzt erhalten wir 

S 0 =t, (11.50) 

l-q 



(11.50) zeigt uns, dass der Barwert aller Annuitäten bei vollständiger Tilgung gerade 
der Anfangsschuld ist und Annuitätenzahlungen praktisch nachschüssige Renten- 
zahlungen sind. 

Wieder können wir je nach Fragestellung mit Hilfe der abgeleiteten Formeln von 
unterschiedlich gegebenen Größen auf gesuchte schließen. Sind etwa Anfangstil- 
gung, Anfangschuld und Zinsfaktor bekannt, so kann die Tilgungszeil über 



n 



In 



S„ ■d-q) x 



Inq 



(11.51a) 



bestimmt werden, was sich aus Umformung von (11.50) ergibt. Bei vorliegender 
Anfangsschuld, Annuität und Zinssatz können wir auch 



Ina - ln(a +S 0 -(l-q)) 

n = 

Inq 



(11.51b) 



verwenden, was aus (11.46) resultiert. Wollen wir die Anfangsschuld aus vorliegen- 
der Verzinsung und Annuität bestimmen, können wir 



S 



o 



= _a_ l-q^ 
q" l-q 



(11.52) 



heranziehen, was sich ebenfalls aus (11.46) ergibt. Die Verzinsung können wir bei 
gegebener Anfangsschuld, Annuität und Laufzeit über die Lösung der Gleichung 



q n+l 



A±£, q . + JL = 0 

S S 

°o °o 



(11.53) 



bestimmen. 



Beispiel: 

Ein Darlehen in Höhe von 100.000 Euro soll bei einem Zinssatz von 8 % p. a. über eine 
Laufzeit von 15 Jahren annuitätisch getilgt werden. 

a) Wie hoch ist die Zinsbelastung des Schuldners im 5. Jahr der Tilgung? 

b) Wie hoch ist die Restschuld im 5. Jahr? 

a) 1 . Berechnung der Annuität: 
a = 100.000 -1,08 15 ■ 1 ~ 1,08 . 

•» 4 onl 



= 11.682,95 Euro 
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2. Berechnung der Tilgung im 5. Jahr (dazu Ermittlung der Tilgung im 1 . Jahr): 
t, = a-z, =11. 682, 95-100.000- 0,08 = 3.682, 95 Euro 

t 5 = t, (1+i) 5 ' =3.682, 95 (1 + 0, 08) 4 =5.010,61 Euro 

3. Berechnung der Zinsbelastung: 

a 6 =t 6 +z 5 -» 11.682, 95 = 5.010, 61 + z s <-> z 5 = 6.672,34 Euro 

1 — 1 Oft 5 

b) S, =100.000-3.682,95-— — = 78.393,60 Euro 
5 1-1,08 



Abschließend sei noch erwähnt, dass Tilgungszahlungen in der Praxis meist nicht 
jährlich, sondern monatlich oder vierteljährlich erfolgen. Dann wird die Annuität 
einfach durch 12 bzw. 4 geteilt. 

2.6 Abschreibungen 

Wird von einem Unternehmen ein Anlagegut erworben, so wird dieses mit seinen 
Anschaffungskosten in den Büchern der Unternehmung erfasst. Im Zeitverlauf un- 
terliegen Anlagegüter nun aber einer gewissen Wertminderung, sei es durch techni- 
schen Verschleiß oder wirtschaftlichen Wertverlust aufgrund technologischer Wei- 
terentwicklungen, die es notwendig macht, diesen anfänglichen Wert anzupassen. 
Den dazu vorgenommenen Korrekturvorgang bzw. die buchhalterische Erfassung 
der Wertminderung wird Abschreibung genannt. Dem Prinzip nach wird in den 
Abschreibungsperioden (i. d. R. Jahre) bzw. am Perlodenende der Werl des Anla- 
gegutes um die Abschreibungsraten nach unten korrigiert. Der nach Abzug ver- 
bleibende Betrag entspricht dem sog. Restbuchwert. 

Wir wollen im Folgenden die Anschaffungskosten mit K,„ die Nutzungsdauer des 
Anlagegutes mit n, die Abschreibungsrate im k-ten Jahr mit r k , den Restbuchwert 
nach k Perioden mit K, und den Restwert am Ende der Nutzungsdauer mit K„ be- 
zeichnen. Wir unterscheiden außerdem drei Arten von Abschreibungen, die lineare, 
die geometrisch degressive und die arithmetisch degressive (digitale) Abschreibung. 

Bei der linearen Abschreibung wird die Differenz zwischen dem Anschaffungs- 
wert K„ und dem gewünschten Restwert R n (gewöhnlich R„ = 0) gleichmäßig auf die 
Nutzungsdauer verteilt. Die Abschreibungsraten sind daher in jeder Periode iden- 
tisch und belaufen sich auf 

r = K o ~ K n (H.54) 

n 

Als Restwert (Restbuchwert) nach k Jahren Abschreibung erhalten wir bei linearer 
Abschreibung somit 

R k =K u -k-r = K c ,-k K "~ K " 



n 



(11.55) 
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Beispiel: 

Eine Anlage mit 4 Jahren Nutzungsdauer und Anschaffungskosten von 10.000 Euro soll 
linear über die Nutzungszeit abgeschrieben werden. Der Restbuchwert nach der letzten 
Abschreibung soll bei Null liegen. Wir erhalten damit unter Nutzung von (11.54) und (11.55) 
folgenden Abschreibungsplan: 



Ende Nutzungsjahr 


Abschreibungsbasis 


Abschreibungsbetrag 


Restbuchwert 


1 


10.000 


2.500 


7.500 


2 


7.500 


2.500 


5.000 


3 


5.000 


2.500 


2.500 


4 


2.500 


2.500 


0 


I 




10.000 





Die degressive Abschreibung wird bei Anlagegütern herangezogen, die in den 
ersten Jahren der Nutzung einer relativ hohen Wertminderung unterliegen, die in 
den Folgejahren dann aber immer geringer wird. Der Abschreibungsbetrag nimmt 
also von Periode zu Periode ab. Ist der Abschreibungsbetrag immer ein fester Anteil 
i vom Restbuchwert, so ergibt sich folgender allgemeine Abschreibungsplan: 



Jahr 


Abschreibung 


Restwert am Ende des k-ten Jahres 


0 


- 


K„ 


1 


r i = K 0 • i 


K, = K 0 -K„ i = K„ ■ (1 — i) 


2 


r 2 = K r ‘ 


K, =K, -K, • i = K, • (1 — i ) = K 0 • ( 1 - i ) J 


k 


*W = K k-. • ' 


K k = K k _, • (1 - i) = K 0 • (1 - i) k 



Die Abschreibungsrate im k-ten Jahr entspricht also 

r k = K k _, • i = K k _ 2 ■ (1 - i) • i = ... = K 0 • (1 - i)“"' • i. (11.56) 

Da K k / K k l = 1 - i konstant ist, handelt es sich bei der Restwertentwicklung um die 
Glieder einer geometrischen Folge, sodass sich für den Restwert am Ende des k-ten 
Jahres 

K k = K„ • (1 — i) k (11.57) 

ergibt. Aufgrund der (fallenden) geometrischen Folge, wird diese Abschreibungs- 
form auch als geometrisch degressive Abschreibung bezeichnet. 

Beispiel: 

Eine Anlage mit 4 Jahren Nutzungsdauer und Anschaffungskosten von 10.000 Euro soll 
mit einem Abschreibungssatz von 20% geometrisch degressiv über die Nutzungszeit ab- 
geschrieben werden. Wir erhalten unter Nutzung von (11.56) und (11.57) folgenden Ab- 
schreibungsplan: 




2. Finanzmathematische Anwendung 
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Ende Nutzungsjahr 


Abschreibungsbasis 


Abschreibungsbetrag 


Restbuchwert 


1 


10.000 


2.000 


8.000 


2 


8.000 


1.600 


6.400 


3 


6.400 


1.280 


5.120 


4 


5.120 


1.024 


4.096 


I 




5.094 





Wir erkennen, dass wir hier anders als bei der linearen Abschreibung am Ende der Nutz- 
ungsdauer keinen Restbuchwert von 0 erreichen können. Um diesen Nachteil auszuglei- 
chen, kann im Verlaut der Nutzungsdauer zur linearen Abschreibung übergegangen wer- 
den. Für die Berechnung der linearen Abschreibungsrate für das Jahr des Übergangs und 
die folgenden Jahre (diese Rate ist ja konstant) sind der beim Übergang noch vorhandene 
Restbuchwert und die restliche Nutzungsdauer zugrunde zu legen. 

Optimal (aus steuerlichen Gesichtspunkten) ist der Übergang zu einem Zeitpunkt, zu dem 
erstmalig die dann berechnete lineare Abschreibungsrate die degressive Abschreibungsra- 
te übertrifft oder mit ihr übereinstimmt. Ist m das Jahr des Übergangs, gilt für den optima- 
len Übergang (vgl. Aufgabe 11-27) 

m > n + 1-- . 

i 

In unserem Beispiel würde der Sonderfall m > (4 + 1 - 1 / 0,2 = 0) gelten. Dies bedeutet, 
dass kein Übergang während der Laufzeit erfolgt, sondern direkt mit der linearen Ab- 
schreibung begonnen werden sollte. Dies ist unmittelbar einleuchtend, da im ersten Jahr 
ein linearer Abschreibungsbetrag von 10.000 / 4 = 2.500 Euro dem niedrigeren degressi- 
ven Wert 2.000 Euro gegenüberstehen würde. 

Ergibt sich bei der Berechnung des optimalen m eine Dezimalzahl, so ist diese immer auf- 
zurunden , um das Übergangsjahr zu bestimmen. Würden wir z.B. bei m > 3,2 abrunden, 
würden wir beim Übergang einen Fehler machen, da bei m = 3 die lineare Abschreibung 
noch unter der degressiven liegt. 



Verringern sich die Abschreibungsraten von Jahr zu Jahr um einen festen Betrag d, 
gilt also allgemein 

r k+ , =r k - d, 

so erhalten wir im Zeitverlauf die Folge der Abschreibungsraten 

r„ r, -d, r, -2d, .... 

d. h. die Abschreibung im k-ten Jahr liegt bei 

r k = r, — Ck — 1) • d. (11.58) 

Den Restwert nach k Jahren erhalten wir über 

K k = K„-[r, +(r, - d) + (r, - 2d) + ... + (r, — (k - 1) - d)]. 

In der eckigen Klammer steht dabei das k-te Glied der entsprechenden arithmeti- 
schen Reihe mit der Summe 

K k =K 0 - ~ [r, + r, — (k - 1)- d] 

= K„ - ~ [2r, - (k — 1) • dj, 



(11.59) 
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die schließlich den Restweit nach k Jahren Abschreibung mit r, als erster Abschrei- 
bungsrate und d als dem Minderungsbetrag der Abschreibungsrate liefert. Die hier 
vorliegende Abschreibungsart wird aufgrund der auftretenden arithmetischen Reihe 
auch als arithmetisch degressive Abschreibung bezeichnet. 

Es gilt bei (11.59), dass die erste Abschreibungsrate bei arithmetisch degressiver 
Abschreibung mindestens gleich der linearen Rate sein muss und höchstens gleich 
der doppelten linearen Rate sein darf (vgl. Aufgabe 11-28). 

K " ~ K " < r, $ 2 • K " - K " (11.60) 

n n 



Beispiel: 

Eine Anlage mit 4 Jahren Nutzungsdauer und Anschaffungskosten von 10.000 Euro soll 
mit ri = 3.000 Euro und d = 500 Euro arithmetisch degressiv abgeschrieben werden. Wir 
erhalten damit unter Nutzung von (11.58) und (11.59) folgenden Abschreibungsplan: 



Ende Nutzungsjahr 


Abschreibungsbasis 


Abschreibungsbetrag 


Restbuchwert 


1 


10.000 


3.000 


7.000 


2 


7.000 


2.500 


4.500 


3 


4.500 


2.000 


2.500 


4 


2.500 


1.500 


1.000 


L 




9.000 





Das hier zulässige Intervall für ri ist 2.500 < n S 5.000, sodass der verwendete Betrag von 
3.000 Euro gerechtfertigt ist. Wir erkennen außerdem, dass auch bei der arithmetisch de- 
gressiven Abschreibung die Summe der Abschreibungen nicht gleich den Anschaffungs- 
kosten ist. Es verbleibt also am Ende der Nutzungsdauer ein Restwert. 




Aufgaben 



Folgen, Reihen, Zinsen: 

Aufgabe II- 1 

Frau S. will 150.000 Euro für fünf Jahre anlegen. Sie erhält 2 Angebote. Bank A bie- 
tet 6,5 % Zinsen bei jährlichem Zinstermin. Bank B zahlt nach 5 Jahren 200.000 Eu- 
ro aus. Welches Angebot ist günstiger? Begründen Sie Ihre Antwort über einen Ver- 
gleich 

a) der Endkapitale, b) der Barwerte, c) der Zinssätze! 

Aufgabe II-2 

Welches Endkapital erhält man bei jährlicher Verzinsung aus einem Kapital von 
100.000 Euro nach 5 Jahren bei einem Zinssatz von 6 % p. a.? Wie hoch wäre das 
Endkapital bei monatlicher Verzinsung und Zinsfeststellung? 

Aufgabe II-3 

Das Bruttoinlandsprodukt (BIP) in Westdeutschland betrug I960 999 Mrd. DM, 
1990 2.524 Mrd. DM. Wie hoch war das durchschnittliche jährliche BIP-Wachstum 
über diesen Zeitraum von 30 Jahren? 

Aufgabe II-4 

Ein Entwicklungsland hatte Ende 1990 genau 30 Mio Einwohner. Bis Ende 2000 
wuchs die Bevölkerung auf 40 Mio Einwohner an. 

a) Um wie viel Prozent nahm die Einwohnerzahl im betrachteten Zeitraum durch- 
schnittlich pro Jahr zu? 

b) Wann wird das Land 50 Mio Einwohner, wann 60 Mio Einwohner haben, wenn 
von einem unveränderten Bevölkerungswachstum ausgegangen wird? 

Aufgabe II-5 

Ein Unternehmer erzielt im ersten Jahr seiner Tätigkeit einen Jahresumsatz von 
1,2 Mio. Euro. In den darauf folgenden Jahren steigt der Umsatz jeweils um 5 %. 
Wie hoch ist der durchschnittliche Jahresumsatz, berechnet über 20 Jahre? 

Aufgabe II-6 

Ein "bescheidener" Student möchte ein halbes Jahr (26 Wochen) arbeiten. Er bietet 
seinem potenziellen Arbeitgeber an, in der ersten Woche für einen Euro-Cent und 
in der zweiten Woche für 2 Euro-Cent zu arbeiten. In den folgenden Wochen soll 
sich wiederum sein Gehall von Woche zu Woche verdoppeln. Wie viel würde der 
Student nach dem halben Jahr insgesamt verdient haben? Wie hoch wäre sein letz- 
tes Wochengehalt? 
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Aufgabe II-7 

Es seien zwei Zahlungen Z, und Z, gegeben: Z, = 700 Euro, fällig am 31.12.2003 
(24.00 Uhr) sowie Z, = 1.000 Euro, fällig am 1.1.2007 (00.00 Uhr). 

a) Welche Zahlung hat am 1.1.2000 den höheren Weil? 

1 . bei p = 8 % p.a. 2. bei p = 20 % p.a. 

b) Bei welchem Zinssatz haben beide Zahlungen denselben Wert? 

Aufgabe II-8 

Ein Kapital von 50.000 Euro wird mit 8 % p. a. verzinst. Die Zinseszinsen werden 
jedoch vierteljährlich berechnet und kapitalisiert. 

a) Auf welchen Endwert ist das Kapital nach 20 Jahren angewachsen? 

b) Wie hoch ist die effektive Jahresverzinsung? 

c) Welche stetige Verzinsung entspricht der Effektivverzinsung von b)? 

Aufgabe II-9 

Welches Endkapital erzielt man bei viermonatiger Verzinsung, wenn man 100.000 
Euro für 20 Jahre anlegt und ein Zins von 6 % p. a. gewährt wird? 

Aufgabe 11-10 

Herr Maier erwirbt ein festverzinsliches Wertpapier zum Nominalwert von 5.000 
Euro mit einer Laufzeit von 1 Jahr. Der Nominalzins beträgt 4 %. Wie hoch darf der 
Ausgabekurs höchstens sein, wenn der Effektivzins mindestens 5 % betragen soll? 

Aufgabe II- 1 1 

Auf ein Konto A werden zu Anfang eines Jahres 5.000 Euro eingezahlt. Auf ein an- 
deres Konto B werden jeweils am Ende des ersten und am Ende des zweiten Jah- 
res 2.800 Euro eingezahlt. Bei welchem Zinssatz p. a. sind die Werte am Ende des 
2. Jahres auf beiden Konten gleich groß? Gehen Sie von einer Zinsfeststellung am 
Jahresende aus. 

Aufgabe II- 12 

Ein Anfangskapital K„ wird 10 Jahre lang jährlich zu 7 % verzinst. 

a) Wie hoch müsste der Jahreszinssatz bei stetiger Verzinsung sein, damit sich das 
gleiche Endkapital ergibt? 

b) Wie hoch müsste der Jahreszinssatz bei vierteljährlicher Verzinsung sein, damit 
sich das gleiche Endkapital ergibt? 

Aufgabe 11-13 

Nach wie viel Jahren hat Geld bei einer monatlichen Inflationsrate von 1 % die 
Hälfte seines Wertes verloren? 




3. Aufgaben 
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Raten und Renten: 

Aufgabe IM 4 

Der ehemalige Student S. bekommt vom Bundesverwaltungsamt einen Bescheid 
wegen seiner BAföG-Rückzahlung, die ab dem nächsten Jahr beginnen soll. Er hat 
nach diesem Bescheid jährliche Raten am Jahresende in Höhe von 2.400 Euro über 
einen Zeitraum von I I Jahren zu leisten. Alternativ wird ihm angeboten, das Darle- 
hen sofort zurückzubezahlen. In diesem Fall wird ihm ein Nachlass von 9.000 Euro 
auf die Darlehensschuld gewährt. S. hat dieses Geld zur Verfügung und zu 5 % an- 
gelegt. Seine Bank garantiert ihm diesen Zins - aufgrund steigender Zinserwartun- 
gen - für die nächsten 1 1 Jahre. Was würden Sie S. empfehlen? Soll er das Darlehen 
sofort oder in jährlichen Raten zurückzahlen? 



Aufgabe 11-15 

Sie treten mit 24 Jahren ins Berufsleben ein und verdienen 50.000 Euro pro Jahr. 
Ihr Gehalt wächst mit 3 % pro Jahr. Von ihrem Jahresgehalt zahlen Sie am Ende je- 
den Jahres 15 % in eine private Rentenversicherung ein. Die Rente soll ab dem 65. 
Lebensjahr 25 Jahre lang als konstanter Betrag am Ende jeden Jahres ausbezahlt 
werden. Die Verzinsung des Rentenkonlos beträgt 4 %. 

a) Wie hoch ist das angesparte Kapital zu Beginn des Ruhestands? 

b) Wie hoch ist die jährliche Rentenzahlung? 

Aufgabe II- 1 6 

Herr Liebling zahlt jeden Quartalsanfang eine Prämie von 200 Euro an eine Versi- 
cherung. Welchen Betrag hätte er nach 12 Jahren zur Verfügung, wenn er die Prä- 
mie alternativ zu einem Jahreszins von 4 % anlegen könnte und 

a) die Zinsfeststellung am Quartalsende, 

b) die Zinsfeststellung am Jahresende 
stattfindet? 

Aufgabe 11-17 

Ein Schenkungsvertrag, demzufolge jeweils zu Jahresbeginn 5 Jahre lang je 
10.000 Euro und in den folgenden 5 Jahren je 20.000 Euro übereignet werden sol- 
len, wird zu Beginn des ersten Jahres steuerlich erfasst. Bemessungsgrundlage der 
Steuer ist der Wert der Gesamtschenkung bezogen auf diesen Termin. Wie hoch ist 
dieser Wert bei einem Zinssatz von 5 %? 

Aufgabe II- 18 

Ein Arbeitnehmer lässt per Dauerauftrag zu jedem Monatsende 80 Euro auf sein 
Sparkonto überweisen. Welchen Betrag hat er nach 7 Jahren bei einem Jahreszins 
von 6 % p. a. angespart? Zeigen Sie Ihren Rechenweg zunächst formal auf, bevor 
sie mit konkreten Zahlen rechnen! 
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II Finanzmathematik 



Aufgabe 11-19 

Paul erhält ab dem Jahr 2030 eine jährliche vorschüssige Rente, die 20 Jahre lang 
gezahlt wird und jedes Jahr um 3 % wächst. Die erste Rentenzahlung (am I. Januar 
2030) beträgt 2.000 Euro. Wie hoch ist der Barwert der gesamten Rentenzahlungen 
am 1. Januar 2010? Unterstellen Sie bei den gesamten Berechnungen einen Zinssatz 
von 5 % p. a.! 

Aufgabe 11-20 

Ein Arbeitnehmer lässt per Dauerauftrag zu jedem Quartalsanfang 80 Euro auf sein 
Sparkonto überweisen. Welchen Betrag hat er nach 10 Jahren bei einem Jahreszins 
von 9 % angespart? Wie groß ist der Unterschiedbetrag im Vergleich zur Überwei- 
sung am Quartalsende? 



Aufgabe II- 21 

Sie haben in einer Lotterie gewonnen. Als Hauptpreis können Sie unter folgenden 
Alternativen auswählen: 

a) Zahlung von 300.000 Euro jeweils am Jahresende über einen Zeitraum von 20 
Jahren 

b) einmalige Zahlung von 3 Mio. Euro. 

Für welche Alternative entscheiden Sie sich? Der relevante Diskontierungssatz be- 
trägt 8 % p.a. 

Aufgabe 11-22 

Welche Summe muss man angespart haben, wenn eine vierteljährliche nachschüs- 
sige Rente von 3.000 Euro für die Dauer von 10 Jahren gezahlt werden soll und die 
Bank einen Zins von 6 % p. a. gewährt? 

Aufgabe 11-23 

Welcher Betrag muss für eine monatliche Rente von 1.000 Euro über 5 Jahre heute 
einbezahlt werden, wenn die Rente 
a) vorschüssig b) nachschüssig 

ausbezahlt werden soll und als Monatszinssatz 0,5 % anzusetzen ist? 

Tilgungen: 

Aufgabe 11-24 

Ein Darlehen über 50.000 Euro wird jährlich mit 7,5 % verzinst. Am Ende eines je- 
den Jahres werden 7.000 Euro annuitätisch zurückgezahlt. 

a) Berechnen Sie die Restschuld nach 10 Jahren? 

b) Nach wie vielen Jahren ist die Schuld vollständig getilgt? Berechnen Sie die 
Restannuität im letzten Jahr? 

c) Welche Annuität müsste 10 Jahre lang gezahlt werden, damit das Darlehen ge- 
tilgt wäre? 




3. Aufgaben 
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Aufgabe 11-25 

Eine Schuld von 150.000 Euro soll in 10 Jahren (bei 9% p. a.) annuitätisch getilgt 
werden. Ermitteln Sie 

a) die Annuität, 

b) die Tilgung im letzten Jahr, 

c) die Restschuld nach 5 Jahren. 

d) Wie hoch wäre die Tilgungszeit bei einer Annuität von 
(1) 14.000 Euro/Jahr, (2) 13.500 Euro/Jahr? 

Aufgabe 11-26 

Zur Tilgung eines Darlehens in Höhe von 15.000 Euro mit einem jährlichen Zins- 
satz von 1 1 % werden jeweils zum Jahresende 750 Euro zuzüglich anfallender Zin- 
sen bezahlt. 

a) Welcher Geldbetrag muss insgesamt für Zinszahlungen während der gesamten 
Laufzeit aufgewendet werden? 

b) Mit welchem konstanten Betrag (Tilgung und Zinsen) zum jeweiligen Jahresen- 
de könnte das Darlehen innerhalb der gleichen Laufzeit auch getilgt werden? 



Abschreibungen: 

Aufgabe 11-27 

In Abschnitt II 2.6 wurde gesagt, dass für das optimale Jahr m des Übergangs von 
einer geometrisch degressiven auf eine lineare Abschreibung der Zusammenhang 

m2n + l — 
i 

gilt. Beweisen Sie die Gültigkeit dieser Beziehung! 

Aufgabe 11-28 

Zeigen Sie die Gültigkeit von (11.60) bzw. des Zusammenhangs 

n n 



Aufgabe 11-29 

Ein Pkw mit Anschaffungskosten in Höhe von 260.000 Euro soll innerhalb von 12 
Jahren zuerst degressiv mit einem Satz von 25 %, dann nach optimalem Übergang 
linear auf Null abgeschrieben werden. Stellen Sie den Abschreibungsplan auf! 




III Funktionen einer 
Variablen 



Funktionen dienen allgemein der Beschreibung der gegenseitigen Abhängigkeiten 
mehrerer Faktoren. So hängen beispielsweise Absatzmengen von Güterpreisen 
oder Gesamtkosten von produzierten Stückzahlen ab. 

Beginnend mit der formalen Definition des Funktionsbegriffs, Betrachtung ver- 
schiedener Darstellungsformen von Funktionen und Behandlung wesentlicher 
Funktionsklassen und -eigenschaften, befassen wir uns in diesem Kapitel haupt- 
sächlich mit konkreten elementaren mathematischen Funktionen (algebraische 
und transzendente Funktionen). Diese sind von besonderer Wichtigkeit, da kom- 
pliziertere und vor allem praxisgerechtere Funktionen fast immer durch Zusam- 
mensetzung elementarer Funktionen entstehen. Wir werden auch spezielle öko- 
nomische Funktionen näher betrachten. 

Nach diesem Funktionsüberblick gehen wir auf die Differenzialrechnung über. Wir 
werden hierbei die Technik des Differenzierens (Ableitens) von Funktionen einge- 
hend behandeln und einen anschaulichen Regelüberblick herausarbeiten. Aus 
dem Blickwinkel ökonomischer Anwendungen werden außerdem vor allem Elasti- 
zitäten und Wachstumsraten von Interesse sein. 





Funktionsbegriff und 
Funktionseigenschaften 




ln diesem Abschnitt definieren wir allgemein den Funktionsbegriff, veranschaulichen die 
Möglichkeiten der Darstellung von Funktionen (Funktionsgleichung, Wertetabelle, Graph) 
und legen besonderes Augenmerk auf zentrale Eigenschaften von Funktionen (Nullstel- 
len, Extrema, Steigung, Beschränktheit, Krümmung, Symmetrie, Grenzwerte und Stetig- 
keit). 



1.1 Definition 

In der Mathematik dienen Funktionen der Beschreibung der gegenseitigen Abhän- 
gigkeit verschiedener Größen. Sie nehmen insbesondere in den Wirtschaftswissen- 
schaften eine herausragende Rolle ein, da wir hier häufig vor das Problem gestellt 
sind, Wirkungszusammenhänge zwischen ökonomischen Größen zu beschreiben. 
So interessieren wir uns beispielsweise für die Abhängigkeit des Gewinns von Pro- 
duktionskosten und Verkaufspreis oder die Abhängigkeit der Nachfrage nach 
einem Gut von seinem Preis, dem Einkommen der Nachfrager und anderen Fak- 
toren. Typische ökonomische Funktionen sind darüber hinaus z.B. Produktions- 
und Sparfunktionen. 

Der Funktionsbegriff basiert auf sog. Abbildungen. Betrachten wir dazu zwei Men- 
gen X und Y. Jede dieser Mengen bestehe aus einer gewissen Anzahl von Elemen- 
ten. Werden nun den Elementen x e X Elemente y e Y zugeordnet, so sprechen 
wir von einer Abbildung. Formal drücken wir eine solche Zuordnung als 

f : X — » Y (III. 1) 

aus. Die Menge X wird dabei als Definitionsbereich D(f) und die Menge Y als Wer- 
lebereich W(f) der Abbildung f bezeichnet. Das Ergebnis der Abbildung (III. 1) sind 
Wertepaare (x, y). Eine Abbildung können wir daher in einem Venn-Diagramm 
dadurch beschreiben, dass wir zugeordnete Elemente der Mengen verbinden (vgl. 
Abbildung III 1). 

Eine eindeutige Abbildung liegt vor, wenn einem Element des Definitionsberei- 
ches höchstens ein Element des Wertebereiches zugeordnet wird. Einem Element 
des Wertebereiches könnten durchaus mehrere Elemente des Definitionsbereiches 
zugeordnet sein. Von einer eineindeutigen Abbildung sprechen wir hingegen, 
wenn jedem Element des Definitionsbereiches genau ein Element des Werteberei- 
ches und umgekehrt jedem Element des Wertebereiches genau ein Element des 
Definitionsbereiches zugeordnet ist. Sind einem Element des Definitionsbereiches 
mehrere Elemente des Wertebereiches zugeordnet, liegt eine mehrdeutige Abbil- 
dung vor (vgl. Abbildung III 1). 
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X > Y 




X > Y 





Eindeutige 

Abbildung 



Eineindeutige 

Abbildung 



Mehrdeutige 

Abbildung 



Abbildung III 1: Abbildungen 



Mehrdeutige Abbildungen werden als Relationen, ein- und eineindeutige Abbil- 
dungen als Funktionen bezeichnet. Durch eine Funktion wird also jedem Element 
der Menge X höchstens ein Element der Menge Y zugeordnet. X heißt nun Defini- 
tionsbereich D(f) der Funktion, während Y als Wertebereich W(f) der Funktion be- 
zeichnet wird. D(f) kann eine beliebige endliche oder unendliche Menge sein. 
Häufig sind es die reellen Zahlen oder Teilmengen aus diesen. 

1.2 Darstellungsformen 

Funktionen lassen sich prinzipiell als Gleichung, Wertetabelle oder als Graph in 
einem Koordinatensystem darstellen, wobei jedoch nicht immer alle drei Darstel- 
lungsformen für eine Funktion möglich oder sinnvoll sind. 







1. Funktionsbegriff und Funktionseigenschaften 
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1. Funktionsgleichung 

In vielen Fällen können wir Abbildungen zwischen den Elementen x e X und den 
Elementen y e Y durch eine Gleichung (z.B. y = 2x + 1) beschreiben, die dann als 
Funktionsgleichung bezeichnet wird. Um aufzuzeigen, dass zwischen x und y eine 
Funktionsbeziehung besteht, können wir allgemein 

y = f(x) mit xe D(f) (III.2a) 

schreiben. Das bedeutet, dass y eine Funktion von x ist. Wir bezeichnen x auch als 
unabhängige Veränderliche (Variable), da sie frei aus D(f) gewählt werden kann, 
und y auch als abhängige Veränderliche, da sich y über die Funktion aus dem ge- 
wählten x-Wert ergibt. Hängt der Funktionsweit nur von einer Variablen ab, liegen 
sog. Funktionen einer Variablen vor, die Thema dieses Kapitels sind. Funktionen 
mehrerer Variablen werden in Kapitel IV behandelt. 

Kann eine Funktion in der Form (III. 2a) dargestellt werden, d.h. ist die Funktions- 
gleichung nach der abhängigen Veränderlichen aufgel öst, so wird die Funktions- 
gleichung explizit genannt (z.B. y = x* + x 1 - 5 , y = Vx - I , y = ln (x + 5) ). Von 
einer impliziten Form sprechen wir, wenn die Funktionsgleichung die Form 

y - f(x) = f(x,y) = 0 mitxeD(f) (III. 2b) 

aufweist (z.B. e x +y-l=(), lnx + lny"=0). Dabei ist zu beachten, dass nicht 
jede implizit gegebene Funktionsgleichung durch Umformung in eine explizite 
Form gebracht werden kann (z.B. x‘ + y' + x 2 y + y 2 x + x‘ + y = 0). 

Außerdem ist nicht jede Funktion als Gleichung darstellbar (Ausweichen auf z.B. 
Wertetabellen erforderlich) und nicht jede Gleichung stellt eine Funktion dar, wie 
folgendes Beispiel zeigt. 

Beispiel: V A 

Die Gleichung x 2 + y 2 = 1 mit Definitionsbereich x e [-1 ; 1] 
liefert das nebenstehende Bild (sog. Einheitskreis). Mit 
Ausnahme der beiden Randpunkte werden hier jedem 
Wert des Definitionsbereiches zwei Werte des Wertebe- 
reichs zugeordnet. Es liegt hier also definitionsgemäß kei- 
ne Funktion, sondern eine Relation vor. 

Wie (III. 2a) und (III. 2b) zeigen, ist eine Funktion nur dann vollständig beschrieben 
und ihr Verlauf klar, wenn neben der Funktionsgleichung auch ihr Definitionsbe- 
reich angegeben ist. Besonders bei Funktionen aus der wirtschaftswissenschaftli- 
chen Praxis ist eine Definitionsbereichsangabe bedeutsam. 

Beispiele: 

1. Ist y = x für x e R definiert, so ergibt sich grafisch die Winkelhalbierende im Koordina- 
tensystem (vgl. Punkt 3 dieses Unterabschnitts). Legen wir jedoch den Definitionsbe- 
reich 0 < x < 4 und x * 1 fest, so besteht die Funktion aus zwei Zweigen, die durch 
0 < x < 1 und 1 < x < 4 definiert sind. 

2. Gegeben sei die Funktion y = 25x für x e [0;°°[, wobei y den Umsatz, den ein Unter- 
nehmen mit einem bestimmten Produkt erwirtschaftet, der Wert 25 den Preis des Pro- 
duktes und x die abgesetzte Menge darstellen. Da es keine negativen Mengen geben 
kann, macht hier nur ein Definitionsbereich Sinn, der sich aus positiven Zahlen zu- 
sammensetzt. 
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2. Wertetabelle 

Eine Wertetabelle ergibt sich in der Regel aus empirisch gewonnenen Daten (z.B. 
Umfragen) oder einer Funktionsgleichung und ist Grundlage für die Erstellung des 
Funktionsgraphen. Um eine Wertetabelle erstellen zu können, muss zunächst defi- 
niert werden, für welche Werte der unabhängigen Veränderlichen die dazugehöri- 
gen Wette der abhängigen Veränderlichen ermittelt werden sollen. Dabei sollte 
man sich auf einen ausgewählten Bereich mit einem bestimmten Abstand zwischen 
den einzelnen Werten der unabhängigen Veränderlichen beschränken. 

Bezeichnen wir eine konkrete Ausprägung von x mit a (bzw. a,) und eine von y 
mit ß (bzw. ß), so können wir die Struktur der Wertetabelle für eine Funktion 
einer Variablen allgemein wie folgt darstellen: 



x e D(f) 




a. 


a 


y e W(f) 


ß, = ««, ) 


ß, -f(a.) 


ßn = KO,) 



Beispiel: 

Zu erstellen sei die Wertetabelle für x e [1;5] mit Laufweite Ax = 1 für die Funktionsglei- 
chung y = x 2 -x + 1. 



X 


1 


2 


3 


4 


5 


Berechnung 


I 2 -1 + 1 


2 2 — 2 + 1 


3 2 —3 + 1 


4 2 - 4 + 1 


5 2 —5 + 1 


y = »(x) 


1 


3 


7 


13 


21 



3. Funktionsgraphen 

Die graphische Darstellung einer Funktion wird als Funktionskurve oder -graph 
bezeichnet. Dieser Graph wird, sofern es sich um Funktionen einer unabhängigen 
Veränderlichen handelt, in einem sog. kartesischen Koordinatensystem (vgl. Abbil- 
dung III 2) anschaulich dargestellt. Dieses besteht aus einer waagrechten, der sog. 
Abszissen- oder x-Achse und einer senkrechten, der sog. Ordinalen- oder y-Achse. 
Der Schnittpunkt beider Achsen wird als Nullpunkt oder Ursprung bezeichnet. 

Das Koordinatensystem lässt sich in vier Sektoren (sog. Quadranten) einteilen, in 
denen die darin liegenden x- und y-Werte jeweils gewisse Vorzeichen besitzen. 



Quadrant 


I 


II 


III 


IV 


Abszisse 


positiv 


negativ 


negativ 


positiv 


Ordinate 


positiv 


positiv 


negativ 


negativ 



Durch Eintragung der Wertepaare (Koordinaten) aus einer Wertetabelle in das Ko- 
ordinatensystem erhalten wir lediglich die Grundstruktur des Graphen einer Funk- 
tion, da eine kontinuierliche Funktion durch eine Wertetabelle nicht vollständig 
beschrieben werden kann. Ein lineares Verbinden der Punkte ist (abgesehen von 
linearen Funktionen) zu vermeiden. Einen Sonderfall stellen sog. diskrete Funktio- 
nen (vgl. Abschnitt III 1.3) dar, deren Definitionsbereich aus einer Menge isolierter 
Werte besteht. Für diese ist der Funklionsgraph nämlich bereits nach Eintragung 
der Punkte fertiggestellt. 
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y 

© 

ß 

i 


© 

<,P(a;ß) 


i ! \ 


-l 


1 7 Y 

i « x 




-l 







Abbildung III 2: Kartesisches Koordinatensystem 



Neben einer Wertetabelle ist vor allem die Kenntnis der wesentlichen Eigenschaf- 
ten einer gegebenen Funktion von Vorteil, um ihren Funktionsgraphen zu zeich- 
nen. Zu diesen zählen etwa die Lage der Nullstellen, Minima und Maxima sowie 
Wendepunkte, die wir im Folgenden noch kennenlernen werden. 

1 .3 Verschiedene Funktionstypen 

Nach ihrem qualitativen Verlauf können wir Funktionen in die folgenden fünf 
Klassen (Typen) einteilen: 

1. Zusammengesetzte Funktionen 

Eine Funktion y = f(g(x)) wird als zusammengesetzte Funktion bezeichnet. Durch 
die Substitution z = g(x), d.h. ein Ersetzen der Funktion g(x) durch eine neue Vari- 
able z, kann eine derartige Funktion in die Funktion y = f(z) überführt werden. Die 
Funktion g(x) heißt dabei innere, die Funktion f(z) äußere Funktion. 

Beispiel: 

y = Vx 2 -2x + 1 ■ Substitution; z=x ; - 2 x +1 > y = ^ 

Definitions- und Wertebereich einer zusammengesetzten Funktion können sowohl 
durch die innere als auch durch die äußere Funktion beschränkt sein. Entspricht 
der Definitionsbereich der äußeren Funktion dem Wertebereich der inneren Funk- 
tion, d.h. ist die Funktion y = f(z) überall dort definiert, wo z = g(x) Werte besitzt, 
dann ist die Funktion y = f(g(x» im Bereich x e D(g) definiert. 

Beispiel: D(f) = W(g) 

Für die Funktion y = (x - I) 2 gilt nach Substitition z = g(x) = x - 1 der Zusammenhang 
y = f(z) = z 2 . Die Funktion g(x) besitzt den Definitionsbereich D(g) = R und den Wertebe- 
reich W(g) = R . Für f(z) gilt D(f) = R und W(f) = R. Somit resultiert D(f) =W(g), d.h. die 
Funktion y = (x— 1 f ist im Bereich x e ( W(g) = R) definiert. 
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Ist die Funktion y = f(z) nicht mehr für alle z e W(g) definiert, sondern durch die 
Eigenschaften der äußeren Funktion eingeschränkt, so ist y = f(g(x)) nicht mehr für 
alle x e D(g) definiert, sondern beschränkt auf Teilmengen von D(g). 

Beispiel: D(f) c W(g) 

y = Vx 2 - 1 mit z = g(x) = x 2 -1und y = f(z) = Vz 

Es gilt D(g) = R und W(g) = {ys R|y >-1} . Die äußere Funktion y = f(z) = Vz ist nur für 
z > 0 definiert, d.h. nicht auf dem gesamten Wertebereich W(g) der inneren Funktion, son- 
dern nur für x 2 - 1 > 0. Den Definitionsbereich der zusammengesetzten Funktion erhalten 
wir daher über x 2 -1 > 0 <-» x 2 S 1 <-> |x| > 1 zu D(f) = {xe R||x| > 1 }. Dadurch wird 
offensichtlich, dass der Definitionsbereich der zusammengesetzten Funktion nur noch eine 
Teilmenge des Wertebereichs der inneren Funktion ist, d.h. D(f) c W(g) gilt. 



Durch Restriktionen des Wertebereichs der inneren Funktion kann der Definitions- 
bereich der äußeren Funktion den Wertebereich der inneren Funktion als echte 
Teilmenge enthalten. Die zusammengesetzte Funktion y = f(g(x)) ist dann für den 
Bereich x e D(g) definiert. 

Beispiel: D(l)oW(g) 

y = e^*"’ mit z = g(x) = >/x-1 und y = f(z) = e z 

Es gilt D(g) = {xe R|x > 1} und W(g) = {ze R|z > 0) . Die äußere Funktion y = e 2 wäre 
zwar eigentlich für jedes z e R definiert, jedoch wird ihr Definitionsbereich durch den 
Wertebereich der inneren Funktion beschränkt. Es gilt daher D(f) n W(g) und der Definiti- 
onsbereich der zusammengesetzten Funktion liegt bei x e jxs R|x > 1} . 

2. Kontinuierliche und diskrete Funktionen 

Besteht der Definitionsbereich D(f) einer Funktion aus allen reellen Zahlen eines 
Intervalls und sind allen Punkten von D(f) entsprechende Funktionswerte zuge- 
ordnet, sprechen wir von einer kontinuierlichen oder stetigen Funktion. Setzt sich 
der Definitionsbereich (und damit auch der Wertebereich) einer Funktion nur aus 
isolierten Punkten zusammen, liegt eine diskrete Funktion vor. Graphisch zeigt sich 
diese Eigenschaft wie in Abbildung III 3 dargestellt. 



y, 


y = fix) 
stetig 


y = f(x) 
diskret 

• 

• • • 
• 

• 




'x 'x 



Abbildung III 3: Stetige und diskrete Funktionen 
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3. Eindeutige und eineindeutige Funktionen 

Wird jedem Element des Definitionsbereichs a e D(f) genau ein Element des Wer- 
tebereichs ß e W(f) zugeordnet, so spricht man von einer eindeutigen Funktion. 
Dabei können verschiedene Punkte a„ a, € D(f) denselben Wert ß e W(f) besitzen 
(vgl. Abbildung III 4), d.h. ß = f(a,) = f(a,) für a, * a„ Gibt es zu jedem a e D(f) 
genau ein ß e W(f) und umgekehrt, liegt eine eineindeutige Funktion vor. 



y, 


y 






y = f(x) ' 


y = f(x) 




eindeutig 


eineindeutig 


ß 


ß 


• 




S S ^ 






et, a, x 


a >x 









Abbildung III 4: Eindeutige und eineindeutige Funktionen 



4. Umkehrbare Funktionen 

Ist es möglich eine Funktion y = f(x) nach der Variablen x aufzulösen, sodass sich 
x = g(y) ergibt, so heißt die Funktion f(x) umkehrbar. Vertauschen wir in der nach 
x aufgelösten Funktion die Variablen x und y, d.h. y = g(x), so entsteht die sog. 
Umkehrfunktion zur Funktion y = f(x), für die wir auch y = f'(x) schreiben kön- 
nen. Das ist dabei nicht mit einer negativen Potenz zu verwechseln. 

Es gilt generell, dass der Definitionsbereich (Wertebereich) der Umkehrfunktion 
gleich dem Wertebereich (Definitionsbereich) der Ausgangsfunktion ist. 

DCf’ 1 ) = W(f ) Wfr 1 ) = D(f) (III.3) 

Deshalb kann eine Umkehrfunktion nur für eineindeutige Funktionen existieren. 
Grafisch können wir die Umkehrbarkeit einer Funktion damit daran feststellen, 
dass jede zur x-Achse parallele Gerade den Graphen der Funktion nie in mehreren 
Punkten schneidet. Die beiden Funktionen im nachfolgenden Beispiel sind so typi- 
sche Fälle nicht umkehrbarer Funktionen. 

Beispiele: 
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Grafisch ergibt sich die Umkehrfunktion durch Spiegelung der ursprünglichen 
Funktion an der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten des Koor- 
dinatensystems. Die Umkehrfunktion der Umkehrfunktion liefert somit wieder die 
Ausgangsfunktion. 



Beispiel 1 : 

y = 2x + 1 mit x e R 

1. Umstellung nach x: 

x = 0,5y - 0,5 für y e R 

2. Variablentausch: 

y = 0,5x - 0,5 für x e R 

Die Umkehrfunktion zu y = 2x + 1 
ist also y = 0,5x - 0,5. Grafisch 
zeigt sich ihre Ermittlung neben- 
stehend. 




Beispiel 2: 

y = x 2 mit D(f) = R , W(f) = R + 

Beim Auflösen nach x und nach 
Variablentausch erhalten wir hier: 

y = Vx mit D(g) = R + , W(g) = R + 
(III. 3) ist also klar nicht gegeben. 



y 




5. Abschnittsweise definierte Funktionen 



Eine Funktion kann in verschiedenen Intervallen ihres Definitionsbereichs durch 
unterschiedliche Funktionszweige beschrieben werden, wobei die Teildefinitions- 
bereiche disjunkt sein müssen. So gilt etwa für eine aus zwei Zweigen 
zusammengesetzte Funktion 



y 



= f(x) = 



g(x) 

h(x) 



für x e D(g) 
für x e D(h) 



(111.4) 
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1.4 Funktionseigenschaften 

Die Kenntnis verschiedener Funktionseigenschaften erlaubt Rückschlüsse auf die 
zugrunde liegende Funktion. So ist es beispielsweise im Zusammenhang mit öko- 
nomischen Funktionen interessant zu wissen, bei welchem Preis die nachgefragte 
Menge auf Null fällt (Nullstelle) oder bei welcher Produktionsmenge die Stückkos- 
ten ihr Minimum erreichen. Zusätzlich kann eine Analyse von Bereichen, in denen 
eine Funktion (z.B. Grenzkostenfunktion) steigt oder fällt etwa bei der Entschei- 
dung über die Annahme von Zusatzaufträgen als Entscheidungshilfe dienen. 

Wir wollen nun zunächst die wichtigsten Eigenschaften von Funktionen allgemein 
betrachten. Eine konkrete Beschreibung erfolgt funktionsspezifisch unter III 2. 

1. Nullstcllen 

Als Nullstelle einer Funktion y = f(x) bezeichnen wir den Wert x = a, für den die 
abhängige Veränderliche den Wert Null annimmt, d.h. für den y = f(a) = 0 gilt. Die 
Nullstellen einer Funktion liegen dort vor, wo der Funktionsgraph die Abszisse 
schneidet oder berührt, da die Gleichung der Abszisse gerade y = 0 ist. Liegt ein 
Schnittpunkt vor, sprechen wir von einer einfachen Nullstelle (Ot, ). Bei einem Be- 
rührpunkt handelt es sich um eine doppelte Nullstelle (a.) (vgl. Abbildung III 5). 
Auch dreifache (a,) und n-fache Nullstellen sind denkbar. 




Abbildung III 5: Nullstellen 

Zur Ermittlung der Nullstellen einer Funktion wird y = 0 in die Funktionsgleichung 
y = f(x) bzw. f(x, y) = 0 eingesetzt und die resultierende Gleichung f(x) = 0 bzw. 
g(x, 0) = 0 nach den in Kapitel I beschriebenen Verfahren nach der unabhängigen 
Veränderlichen x aufgelöst. Die Lösungen der Gleichung sind schließlich die ge- 
suchten Nullstellen. Zur Bestimmung der Schnittstellen mit der Ordinate (Gleichung 
der Ordinate: x = 0) kann analog vorgegangen werden, ln die Funktionsgleichung 
wird also x = 0 eingesetzt, sodass die gesuchten Schnittstellen als Lösungen der 
Gleichung y = f(0) bzw. f(0, y) = 0 resultieren. In Abbildung III 5 liegt die Schnitt- 
stelle z.B. bei y = ß. 
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Beispiel: 

Gegeben sei die Funktion y = f(x) = x 3 + x 2 für x e R . 

1 . Nullstellen: x 3 + x 2 = 0 <-» x 2 ■ (x + 1) = 0 <-> x = 0 v x = -1 

Die betrachtete Funktion besitzt zwei Nullstellen und zwar x = -1 und x = 0. Bei x = 0 
liegt eine doppelte Nullstelle vor (erkennbar am 2 in der Berechnung). 

2. Schnittstellen mit der y-Achse: y = 0 3 +0 2 ny = 0 

Bei dieser speziellen Funktion liegt die Schnittstelle mit der y-Achse bei y = 0. Dies ist 
nicht verwunderlich, da immer, wenn eine Funktion eine Nullstelle bei x = 0 besitzt, die 
Schnittstelle mit der y-Achse bei y = 0 liegt. 

2. Extrema 

Als Extrema bezeichnen wir die größten (Maximal oder kleinsten (Minima) Funkti- 
onswerte, die sich innerhalb eines bestimmten Intervalls für die Werte der unab- 
hängigen Veränderlichen {relative Extrema) oder innerhalb des gesamten Definiti- 
onsbereichs {absolute Extrema) ergeben. Werden die Extremwerte einer Funktion 
genau an den Rändern des Definitionsbereichs angenommen, sprechen wir auch 
von Randextrema. 

a) Relative Extrema 

Eine Funktion y = f(x) hat an der Stelle a e D(f) ein relatives (lokales) Maximum 
bzw. Minimum, wenn f((X) in einer Umgebung U(o0 von a (bzw. einem Intervall, 
dass a enthält) der größte bzw. kleinste Funktionswert ist. Formal muss also für ein 
relatives Maximum 

f(x)<f(<x) für alle xe U(a) (III.5a) 

und ein relatives Minimum 

f(x)>f(cx) für alle xe U(a) (III. 5b) 

gellen (vgl. Abbildung III 6). 




Abbildung III 6: Relative Extrema 
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b) Absolute Extrema 

Erweitern wir die bei relativen Extrema beschriebene Umgebung U(oc) auf den ge- 
samten Definitionsbereich D(f) der zu betrachtenden Funktion, so liegt bei den 
a e D(f) ein absolutes (globales) Maximum bzw. Minimum vor, bei denen f(a) den 
größten bzw. kleinsten Wert annimmt. 

Es gilt daher analog für ein absolutes Maximum 

f(x) < f(a) für alle x e D(f) (III.6a) 

und für ein absolutes Minimum 

f( x ) > f(a) für alle x e D( f) . (111.6b) 



Anhand Abbildung III 7 kann dies nachvollzogen werden. 

I 




Abbildung III 7: Absolute Extrema 



Abschließend sei erwähnt, dass Maxima und Minima i. d. R. nur in Punkten defi- 
niert sind (vgl. etwa Abbildung III 7). Eine Ausnahme stellen hier lediglich Funkti- 
onen dar, die Bereiche horizontalen Verlaufs aufweisen. Hier können Maxima bzw. 
Minima auch auf Intervallen definiert sein. 

3. Steigung 

Nehmen für zunehmende Werte der unabhängigen Veränderlichen x auch die 
Funktionswerte zu, sprechen wir von steigenden Funktion. 

a, <a 2 ->f(a 1 )<f(a 2 ) (HI.7a) 

Nehmen die Funktionswerte hingegen bei steigendem x ab, so liegt eine fallende 
Funktion vor. 



a, <oc, -> f(ot,)> f(a 2 ) 



(III. 7b) 
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y y 




Sind die Bedingungen (111. 7a) bzw. (HI.7b) für alle Elemente innerhalb eines gewis- 
sen Intervalls I, also für alle a,, a, e I erfüllt, so wird die betrachtete Funktion als 
streng monoton steigend bzw. streng monoton fallend innerhalb des Intervalls I be- 
zeichnet. Kommt es innerhalb des betrachteten Intervalls I bei zunehmenden oder 
abnehmenden x-Werten (a, < a, bzw. a, > a,) auch nur einmal zu gleich bleiben- 
den Funktionswerten f(a,) = t'( a, ) , so kann die Funktion nicht mehr als streng mo- 
noton, sondern nur noch als monoton steigend bzw. fallend im Intervall I bezeich- 
net werden. 




Abbildung III 9: Steigende und fallende Funktion 

Abbildung III 9 zeigt eine Funktion, die im Intervall 1, monoton steigend, in I, 
streng monoton steigend, in I, monoton fallend und in I, streng monoton fallend 
ist. Wir erkennen, dass durch das Maximum die Funktion von einem steigenden in 
einen fallenden Verlauf übergeht. 

4. Beschränktheit 

Eine Funktion y = f(x) heißt nach oben beschränkt , wenn ihre Funktionswerte ei- 
nen bestimmten Weit, die obere Schranke Ze R, nicht überschreiten, d.h. wenn 
gilt 



f(x) < Z für alle x e D(f) . 



(111.8a) 
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Sie ist nach unten beschränkt , wenn ihre Funktionsweite die sog. untere Schranke 
ze R nicht unterschreiten, d.h. 

f(x) > z für alle x e D(f) (III. 8b) 



gilt. 




Abbildung III 10: Beschränktheit 



Ist (III.8a) oder (III.8b) gegeben, ist die Funkton y = f(x) beschränkt. So ist z.B. die 
Funktion in Abbildung III 10 beschränkt, wobei hier sogar eine obere und eine un- 
tere Grenze für die Funktionswerte vorliegt. An der Abbildung erkennen wir 
zugleich, dass eine Schranke nicht notwendigerweise erreicht werden muss. Vor- 
aussetzung ist lediglich, dass die Funktion den durch die Schranken definierten Be- 
reich der y-Werte nicht verlässt. 



5. Krümmung 

Grundsätzlich unterscheiden wir bei der Beschreibung der Krümmung einer Funk- 
tion die Begriffe konvex und konkav. Wir sagen allgemein, dass eine Funktion 
dann in einem bestimmten durch die x-Werte a, und a. definierten Intervall streng 
konkav ist, wenn die Funktion in diesem Intervall stets über der Strecke verläuft, 
die die beiden Punkte P,(ot,; f(a,)) und P/a 2 ; f(a,)) verbindet. Abbildung III II ver- 
anschaulicht dies. Verläuft die Funktion im betrachteten Intervall jedoch stets un- 
terhalb der Verbindungsstrecke, ist die Funktion im betrachteten Invervall streng 
konvex (vgl. Abbildung III 12). Für Geraden gilt generell, dass sie sowohl konkav 
als auch konvex sind. 




Abbildung III 11: Konkave Funktionen 
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Abbildung III 12: Konvexe Funktionen 



F.ine Funktion, die in ihrem Definitionsbereich D(f) sowohl konvexe als auch kon- 
kave Bereiche aufweist, ist dort weder konkav noch konvex. Zur Veranschauli- 
chung dieser vielleicht etwas verwirrenden Aussage betrachten wir Abbildung III 
13. Die linke Grafik zeigt eine typische Parabel, die für jedes x e E definiert und 
im gesamten Definitionsbereich konvex ist. Für die rechte Funktion, die ebenfalls 
für alle reellen Zahlen definiert ist, kann eine derartige Aussage nicht getroffen 
werden, da unsere "Streckenlösung" aufgrund der Krümmungsänderungen im Defi- 
nitionsbereich kein eindeutiges Ergebnis liefern kann. Auch wenn sie konkave und 
konvexe Intervalle aufweist (I, konkav, I, konvex, I, konkav und konvex), ist sie im 
ganzen Definitionsbereich weder konkav noch konvex. 




Abbildung III 13: Krümmungsbeispielfunktionen 



6. Symmetrie 

Eine Funktion y = f(x) heißt spiegelsymmetrisch zur y-Achse wenn gilt 

f(-x) = f(x) für alle x e D(f) (III.9a) 

Sie wird als punktsymmetrisch zum Ursprung bezeichnet, wenn 

f ( — x ) = — f( x) für alle x e D(f) 



erfüllt ist. 



(III. 9b) 
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Beispiel 1: 





y = f(x) = X 2 — 1 

f(-x) = (-x) 2 -1 = x 2 -1 = f(x) 

-» f(x) ist spiegelsymmetrisch. 



y = f (x) = -x 3 +3x 

f(-x) = -(-x) 3 + 3(-x) = -(-x 3 + 3x) = -f (x) 
-> f(x) ist punktsymmetrisch. 



7. Grenzwerte 

Kommen die Funktionsweite einer Funktion y = f(x) bei beliebiger Annäherung 
von x an eine Stelle a einer Zahl <p immer näher, so bezeichnen wir ip als den 
Grenzwert der Funktion an der Stelle a und schreiben 

lim f(x) = cp . (III. 10) 

x->a 

Abbildung 111 14 veranschaulicht den Grenzwertgedanken anhand einer einfachen 
abschnittsweise definierten Funktion, wobei die anderen eingetragenen Werte im 
Laufe der folgenden Betrachtungen benötigt werden. 




Abbildung III 14: Grenzwerte 
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Beispiele: 

1. lim (x 4 + 4x 2 -5) = -5 

x->0 

Nähert sich x immer mehr dem Wert Null an, so wird der Term x 4 + 4x 2 verschwin- 
dend gering. Der Grenzwert liegt damit bei -5. 

„ x 2 -3 1 

2. lim — r - = — 

x->2 -x 4 +14 2 

Nähert sich x immer mehr dem Wert 2 an, so ergibt sich nämlich final der Wert 

2 2 -3 _ 1 1 

- 2 4 +14 -2 2 ' 



Besitzt eine Funktion y = f(x) die Eigenschaft, dass ihre Funktionswerte über alle 
Grenzen hinauswachsen, wenn x gegen a geht, so nennen wir sie an der Stelle a 
divergent und ordnen ihr dort den uneigentlichen Grenzwert +°° zu. Wir schreiben 

lim f(x) = +oo . (III. 11a) 

x-*a 

Fällt f(x) unbegrenzt, wenn sich x der Stelle a immer mehr nähert, gilt 

lim f(x) = -°o. (III. 11b) 

x-*a 



Beispiele: 



1. 



lim 

x->3 



+3x 

(x-3) 2 



= +oo 



2 . 



-3 

lim = -co 

K -*-2 (x + 2) 4 



Betrachten wir nun in Abbildung III 14 den x-Wert a’ . Es fällt hier auf, dass wir 
uns verschiedenen Funktionswerten nähern, je nachdem, ob wir uns von links oder 
rechts an cd annähern. In diesem Zusammenhang sprechen wir davon, dass 
y = f(x) an der Stelle a' den linksseitigen Grenzwert 0 besitzt, wenn bei Annäher- 
ung an a' von links (von unten) die Funktionswerte f(x) der Zahl t) immer näher 
kommen. Wir schreiben 

lim f(x) = ö. (III. 12) 

Analog handelt es sich bei der Annäherung an cd von rechts (von oben) um den 
rechtsseitigen Grenzwert % von f(x) an der Stelle od und wir schreiben 

lim f(x) = x ■ (III. 13) 

x-»a'+ 

Eine Funktion y = f(x) besitzt allgemein einen Grenzwert (p an der Stelle x = a, 
wenn links- und rechtsseitige Grenzwerte existieren und gleich (p sind. Es gilt also 

lim f(x)= lim f(x) = <p limf(x) = (p. (111.14) 

x-»a- x->ce+ x-»a 

Die Funktion in Abbildung III 14 besitzt demnach an der Stelle x = cd keinen 
Grenzwert, da die links- und rechtsseitigen Grenzwerte (0 und %) unterschiedlich 
sind. 
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Beispiel: 

Betrachten wir die folgende abschnittsweise definierte Funktion: 

,, , 3x + 1 für x < 2 
f(x) = 

(-x + 3 für x > 2 

Bei linksseitiger Annäherung an den Wert x = 2 ist in der Grenzwertbetrachtung der Term 
3x + 1 zu verwenden, da dieser für x < 2 die Funktionswerte bestimmt. Wir erhalten damit 

lim f(x) = lim (3x + 1) = 7. 
x-» 2 - x-> 2 - 

Bei rechtsseitiger Annäherung ist entsprechend der Term -x + 3 heranzuziehen, sodass 

lim f(x) = lim (-x + 3) = 1 
x-> 2 + x-* 2 + 

gilt. Folglich besitzt die Funktion f(x) an der Stelle x = 2 keinen Grenzwert. 



Resultat einer links- oder rechtsseitigen Annäherung an einen Wert x = a' kann 
auch ein uneigentlicher Grenzwert sein. Falls f(x) bei Annäherung an a’ von links 
über alle Grenzen wächst bzw. unter alle Grenzen Fällt, erhalten wir 

lim f(x) = +°o bzw. lim f(x) = -°°. 

x — Kt' ~ X -»(*'- 

Falls f(x) bei Annäherung an a' von rechts über alle Grenzen wächst bzw. unter 
alle Grenzen Fällt, ergibt sich 

lim f(x) = +°° bzw. lim f(x) = . 

x->a'+ x-*a'+ 



Beispiele: 

f(x)-A 



Skizze: / 


lim - = +°° 

X->0+ X 

V 


„ i 'A 


& 


lim — = -oo 




x-tO- X 





X 



2. lim = -oo; lim = +°° 

x->4- x -4 x->4+ x - 4 



Nähern sich die Werte einer Funktion y = f(x) bei unbegrenzt wachsendem x im- 
mer mehr dem Wert <p an, so ist tp der Grenzwert der Funktion und wir schreiben 

lim f(x) = cp. (III. 15) 

X— >+°o 




